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Dψναmιχ Πανελσ ωιτη Τηρεσηολδ Ε¤εχτ ανδ Ενδογενειτψ
Μψυνγ Ηωαν Σεο
Dεπαρτmεντ οφ Εχονοmιχσ, Σεουλ Νατιοναλ Υνιϖερσιτψ, Κωαν−Ακ Ρο 1, Κωαν−Ακ Γυ, Σεουλ, Κορεα
Ψονγχηεολ Σηιν
Dεπαρτmεντ οφ Εχονοmιχσ ανδ Ρελατεδ Στυδιεσ, Υνιϖερσιτψ οφ Ψορκ, Ψορκ ΨΟ105DD, ΥΚ
Αβστραχτ
Τηισ παπερ αδδρεσσεσ αν ιmπορταντ ισσυε οφ mοδελλινγ νονλινεαρ ασψmmετριχ δψναmιχσ
ανδ υνοβσερϖεδ ινδιϖιδυαλ ηετερογενειτψ ιν τηε τηρεσηολδ πανελ δατα φραmεωορκ, σιmυλτανε−
ουσλψ. Ασ α γενεραλ αππροαχη, ωε δεϖελοπ τηε ρστ−δι¤ερενχεδ ΓΜΜ εστιmατορ, ωηιχη αλλοωσ
βοτη τηρεσηολδ ϖαριαβλε ανδ ρεγρεσσορσ το βε ενδογενουσ. Wηεν τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε βε−
χοmεσ στριχτλψ εξογενουσ, ωε προποσε α mορε ε′χιεντ τωο−στεπ λεαστ σθυαρεσ εστιmατορ. Wε
προϖιδε ασψmπτοτιχ τηεορψ ανδ δεϖελοπ τηε τεστινγ προχεδυρε φορ τηρεσηολδ ε¤εχτσ ανδ τηε
τηρεσηολδ ϖαριαβλε εξογενειτψ. Μοντε Χαρλο στυδιεσ προϖιδε α συππορτ φορ τηεορετιχαλ πρε−
διχτιονσ. Wε πρεσεντ αν εmπιριχαλ αππλιχατιον ινϖεστιγατινγ αν ασψmmετριχ σενσιτιϖιτψ οφ
ινϖεστmεντ το χαση οωσ.
ϑΕΛ Χλασσιχατιον: Χ13, Χ33, Γ31, Γ35
Κεψ Wορδσ: Dψναmιχ Πανελ Τηρεσηολδ Μοδελσ, Ενδογενουσ Τηρεσηολδ Ε¤εχτσ ανδ Ρεγρεσσορσ,
ΦD−ΓΜΜ ανδ ΦD−2ΣΛΣ, Λινεαριτψ ανδ Εξογενειτψ Τεστσ, Ινϖεστmεντ.
 Χορρεσπονδινγ αυτηορ.
1 Ιντροδυχτιον
Τηε εχονοmετριχ λιτερατυρε ον δψναmιχ mοδελσ ηασ λονγ βεεν ιντερεστεδ ιν τηε ιmπλιχατιονσ οφ
τηε εξιστενχε οφ νονλινεαρ ασψmmετριχ δψναmιχσ. Εξαmπλεσ ινχλυδε Μαρκοϖ−Σωιτχηινγ, Σmοοτη
Τρανσιτιον ανδ Τηρεσηολδ Αυτορεγρεσσιον Μοδελσ. Τηε ποπυλαριτψ οφ τηεσε mοδελσ λιεσ ιν αλ−
λοωινγ υσ το δραω ινφερενχεσ αβουτ τηε υνδερλψινγ δατα γενερατινγ προχεσσ ορ το ψιελδ ρελιαβλε
φορεχαστσ ιν α mαννερ τηατ ισ νοτ ποσσιβλε υσινγ λινεαρ mοδελσ. Υντιλ ρεχεντλψ, ηοωεϖερ, mοστ
εχονοmετριχ αναλψσισ ηασ στοππεδ σηορτ οφ στυδψινγ τηε ισσυεσ οφ νονλινεαρ ασψmmετριχ mεχηα−
νισmσ εξπλιχιτλψ ωιτηιν α δψναmιχ πανελ δατα χοντεξτ. Ηανσεν (1999) δεϖελοπσ α στατιχ πανελ
τηρεσηολδ mοδελ ωηερε ρεγρεσσιον χοε′χιεντσ χαν τακε ον α σmαλλ νυmβερ οφ δι¤ερεντ ϖαλυεσ,
δεπενδινγ ον τηε ϖαλυε οφ εξογενουσ στατιοναρψ ϖαριαβλε. Γονζ〈λεζ ετ αλ. (2005) γενεραλιζε τηισ
αππροαχη ανδ δεϖελοπ α πανελ σmοοτη τρανσιτιον ρεγρεσσιον mοδελ ωηιχη αλλοωσ τηε χοε′χιεντσ
το χηανγε γραδυαλλψ φροm ονε ρεγιmε το ανοτηερ.1 Ιν α βροαδ χοντεξτ τηεσε mοδελσ αρε α σπεχιχ
εξαmπλε οφ τηε πανελ αππροαχη τηατ αλλοωσ χοε′χιεντσ το ϖαρψ ρανδοmλψ οϖερ τιmε ανδ αχροσσ
χροσσ−σεχτιον υνιτσ ασ συρϖεψεδ βψ Ησιαο (2003, Χηαπτερ 6).
Τηεσε αππροαχηεσ αρε στατιχ, τηε ϖαλιδιτψ οφ ωηιχη ηασ νοτ ψετ βεεν εσταβλισηεδ ιν δψναmιχ
πανελσ, τηουγη ινχρεασινγ αϖαιλαβιλιτψ οφ τηε λαργε πανελ δατα σετσ ηασ προmπτεδ mορε ριγορουσ
εχονοmετριχ αναλψσεσ οφ δψναmιχ ηετερογενεουσ πανελσ. Συρπρισινγλψ, τηερε ηασ βεεν αλmοστ
νο ριγορουσ στυδψ ινϖεστιγατινγ αν ιmπορταντ ισσυε οφ νονλινεαρ ασψmmετριχ mεχηανισm ιν
δψναmιχ πανελσ, εσπεχιαλλψ ωηεν τιmε περιοδσ αρε σηορτ, τηουγη τηερε ισ α ηυγε λιτερατυρε ον
ΓΜΜ εστιmατιον οφ λινεαρ δψναmιχ πανελσ ωιτη ηετερογενεουσ ινδιϖιδυαλ ε¤εχτσ, ε.γ., Ηολτζ−
Εακιν ετ αλ. (1988), Αρελλανο ανδ Βονδ (1991), Αην ανδ Σχηmιδτ (1995), Αρελλανο ανδ Βοϖερ
(1995), Βλυνδελλ ανδ Βονδ (1998), Αλϖαρεζ ανδ Αρελλανο (2003), Βυν ανδ Wινδmειϕερ (2010),
Ηαψακαωα (2015) ανδ Ησιαο ανδ Ζηανγ (2015).
Ανοτηερ λιmιτατιον ισ τηε mαινταινεδ ασσυmπτιον οφ εξογενειτψ οφ τηε ρεγρεσσορσ ανδ/ορ
τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε. Wηιλε τηε ενδογενουσ τρανσιτιον ιν τηε Μαρκοϖ−Σωιτχηινγ mοδελ ηασ
βεεν στυδιεδ βψ Κιm ετ αλ. (2008), mυχη προγρεσσ ηασ νοτ βεεν mαδε ιν τηε τηρεσηολδ ρε−
γρεσσιον λιτερατυρε. Τηε στανδαρδ λεαστ σθυαρεσ αππροαχη, συχη ασ Ηανσεν (2000) ανδ Σεο ανδ
Λιντον (2007), ρεθυιρεσ εξογενειτψ ιν αλλ τηε χοϖαριατεσ. Χανερ ανδ Ηανσεν (2004) ρελαξ τηισ
ρεθυιρεmεντ βψ αλλοωινγ φορ ενδογενουσ ρεγρεσσορσ, βυτ τηεψ ασσυmε τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε το
βε εξογενουσ. Σεε αλσο Ηανσεν (2011) φορ αν εξτενσιϖε συρϖεψ.
Ιν τηε δψναmιχ πανελ χοντεξτ, Dανγ ετ αλ. (2012) ηαϖε προποσεδ τηε γενεραλιζεδ ΓΜΜ
εστιmατορ αππλιχαβλε φορ δψναmιχ πανελ τηρεσηολδ mοδελσ, ωηιχη χαν προϖιδε χονσιστεντ εστι−
1Σεε Φοκ ετ αλ. (2005) φορ α λαργε Τ τρεατmεντ οφ σmοοτη τρανσιτιον ρεγρεσσιον, τηυσ νοτ ρεθυιρινγ τηε ξεδ
ε¤εχτ ορ ρστ δι¤ερενχε τρανσφορmατιον το εστιmατε τηε mοδελ.
[1]
mατεσ οφ ηετερογενεουσ σπεεδσ οφ αδϕυστmεντ ασ ωελλ ασ α ϖαλιδ τεστινγ προχεδυρε φορ τηρεσηολδ
ε¤εχτσ ιν σηορτ δψναmιχ πανελσ ωιτη υνοβσερϖεδ ινδιϖιδυαλ ε¤εχτσ. Ραmιρεζ−Ρονδαν (2013)
ηασ εξτενδεδ τηε Ηανσενσ (1999) ωορκ το αλλοω τηε τηρεσηολδ mεχηανισm ιν δψναmιχ πανελσ,
ανδ προποσεδ τηε mαξιmυm λικελιηοοδ εστιmατιον τεχηνιθυεσ, φολλοωινγ τηε αππροαχη βψ Ησιαο
ετ αλ. (2002). Ιν ορδερ το αλλοω ενδογενουσ ρεγρεσσορσ, Κρεmερ ετ αλ. (2013) ηαϖε χονσιδερεδ
α ηψβριδ δψναmιχ ϖερσιον βψ χοmβινινγ τηε φορωαρδ ορτηογοναλ δεϖιατιονσ τρανσφορmατιον βψ
Αρελλανο ανδ Βοϖερ (1995) ανδ τηε ινστρυmενταλ ϖαριαβλε εστιmατιον οφ τηε χροσσ−σεχτιον mοδελ
βψ Χανερ ανδ Ηανσεν (2004). Ηοωεϖερ, τηε χρυχιαλ ασσυmπτιον ιν αλλ οφ τηεσε στυδιεσ ισ τηατ
ειτηερ ρεγρεσσορσ ορ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε ορ βοτη αρε εξογενουσ.2
Wε αιm το λλ τηισ γαπ βψ εξπλιχιτλψ αδδρεσσινγ αν ιmπορταντ ισσυε ασ ηοω βεστ το mοδελ
νονλινεαρ ασψmmετριχ δψναmιχσ ανδ υνοβσερϖεδ ινδιϖιδυαλ ηετερογενειτψ, σιmυλτανεουσλψ. Το
τηισ ενδ ωε εξτενδ τηε αππροαχηεσ βψ Ηανσεν (1999, 2000) ανδ Χανερ ανδ Ηανσεν (2004) το
τηε δψναmιχ πανελ δατα mοδελ ωιτη ενδογενουσ τηρεσηολδ ϖαριαβλε ανδ ρεγρεσσορσ. Σπεχιχαλλψ,
φολλοωινγ τηε mαιν λιτερατυρε ον τηε ΓΜΜ, ωε χονσιδερ τηε ασψmπτοτιχ εξπεριmεντ υνδερ λαργε
χροσσ−σεχτιον υνιτ ωιτη α ξεδ τιmε περιοδ.
Wε προποσε α γενεραλ ΓΜΜ αππροαχη βασεδ ον τηε ρστ−δι¤ερενχε (ΦD) τρανσφορmατιον.
Ασ ωε αλλοω βοτη τηρεσηολδ ϖαριαβλε ανδ ρεγρεσσορσ το βε ενδογενουσ, τηε ΦD−ΓΜΜ αππροαχη
ισ εξπεχτεδ το οϖερχοmε τηε mαιν λιmιτατιον ιν τηε εξιστινγ λιτερατυρε, ναmελψ, τηε ασσυmπτιον
οφ εξογενειτψ οφ ρεγρεσσορσ ανδ/ορ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε τηατ mαψ ηαmπερ τηε υσεφυλνεσσ οφ
τηρεσηολδ ρεγρεσσιον mοδελσ ιν α γενεραλ χοντεξτ. Wε δεϖελοπ τηε ασψmπτοτιχ τηεορψ τηρουγη
τηε διmινισηινγ τηρεσηολδ ανδ τηε στανδαρδ ξεδ τηρεσηολδ ασψmπτοτιχσ (ε.γ. Ηανσεν, 2000),
ανδ σηοω τηατ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ φολλοωσ α νορmαλ διστριβυτιον ασψmπτοτιχαλλψ. Μορε
ιmπορταντλψ, τηε ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ ηολδσ τρυε ιρρεσπεχτιϖε οφ ωηετηερ τηε ρεγρεσσιον φυνχτιον
ισ χοντινυουσ ορ νοτ. Ηενχε, τηε στανδαρδ ινφερενχε ον τηε τηρεσηολδ ανδ οτηερ παραmετερσ
βασεδ ον τηε Wαλδ στατιστιχ χαν βε χαρριεδ ουτ. Τηισ ισ ιν χοντραστ το τηε λεαστ σθυαρεσ αππροαχη
ιν ωηιχη τηε δισχοντινυιτψ οφ τηε ρεγρεσσιον φυνχτιον χηανγεσ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον ιν α
δραmατιχ ωαψ.
Νεξτ, ωε εξαmινε τηε σπεχιαλ χασε ωηερε τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε ισ στριχτλψ εξογενουσ, ανδ
προποσε α mορε ε′χιεντ τωο−στεπ λεαστ σθυαρεσ (ΦD−2ΣΛΣ) εστιmατορ. Τηισ γενεραλιζεσ Χανερ
ανδ Ηανσενσ (2004) αππροαχη φορ τηε χροσσ−σεχτιον δατα το τηε δψναmιχ πανελ δατα ωιτη α
ξεδ ε¤εχτ. Wε εσταβλιση τηατ τηε ΦD−2ΣΛΣ εστιmατορ σατισεσ τηε Οραχλε προπερτψ βεχαυσε
τηε τηρεσηολδ ανδ τηε σλοπε εστιmατεσ αρε ασψmπτοτιχαλλψ ινδεπενδεντ. Φυρτηερmορε, τηε ΦD−
2ΣΛΣ εστιmατορ οφ τηε τηρεσηολδ παραmετερ ισ σηοων το βε συπερ−χονσιστεντ. Τηουγη ιτσ ινφερ−
2Ρεχεντλψ, Ψυ ανδ Πηιλλιπσ (2014) ανδ Κουρτελλοσ ετ αλ. (2015) ηαϖε αλσο αδδρεσσεδ αν ισσυε οφ ενδογενουσ
τηρεσηολδ ϖαριαβλε ιν τηε σινγλε εθυατιον χοντεξτ.
[2]
ενχε ισ νον−στανδαρδ, ωε σηοω τηατ α προπερλψ ωειγητεδ ΛΡ στατιστιχ φολλοωσ τηε σαmε πιϖοταλ
ασψmπτοτιχ διστριβυτιον ασ ιν Ηανσεν (2000).
Wε προϖιδε τεστινγ προχεδυρεσ φορ ιδεντιφψινγ τηε τηρεσηολδ ε¤εχτ, βασεδ ον τηε συπρεmυm
στατιστιχσ, ωηιχη φολλοω νον−στανδαρδ ασψmπτοτιχ διστριβυτιονσ δυε το τηε λοσσ οφ ιδεντιχατιον
υνδερ τηε νυλλ οφ νο τηρεσηολδ ε¤εχτ. Τηε χριτιχαλ ϖαλυεσ ορ τηε π−ϖαλυεσ οφ τηε τεστσ χαν βε εασιλψ
εϖαλυατεδ βψ τηε βοοτστραπ. Φυρτηερmορε, ωε δεϖελοπ τηε Ηαυσmαν τψπε τεστινγ προχεδυρε φορ
τηε ϖαλιδιτψ οφ τηε νυλλ ηψποτηεσισ τηατ τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε ισ εξογενουσ.
Φινιτε σαmπλε προπερτψ οφ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ ισ εξαmινεδ τηρουγη Μοντε Χαρλο στυδ−
ιεσ. Σπεχιχαλλψ, ωε εϖαλυατε ιτσ βιασ ανδ mεαν σθυαρεδ ερρορ, ανδ τηε χοϖεραγε προβαβιλιτψ οφ
τηε χονδενχε ιντερϖαλ χονστρυχτεδ βψ τηε ασψmπτοτιχ νορmαλ αππροξιmατιον. Οϖεραλλ ρεσυλτσ
προϖιδε συππορτ φορ ουρ τηεορετιχαλ πρεδιχτιονσ. Γιϖεν τηατ τηερε αρε mανψ δι¤ερεντ ωαψσ το
χοmπυτε τηε ωειγητ mατριξ ιν τηε ρστ στεπ, ωε προποσε αν αϖεραγινγ οφ α χλασσ οφ τηε τωο−στεπ
ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ τηατ αρε οβταινεδ βψ ρανδοmιζινγ τηε ωειγητ mατριξ ιν τηε ρστ στεπ.
Τηισ τυρνσ ουτ το βε συχχεσσφυλ ιν σιγνιχαντλψ ρεδυχινγ τηε σαmπλινγ ερρορσ.
Υσινγ τηε ΥΚ χοmπανψ πανελ δατα, ωε δεmονστρατε τηε υσεφυλνεσσ οφ τηε προποσεδ δψ−
ναmιχ τηρεσηολδ πανελ δατα mοδελλινγ βψ προϖιδινγ αν εmπιριχαλ αππλιχατιον ινϖεστιγατινγ αν
ασψmmετριχ σενσιτιϖιτψ οφ ινϖεστmεντ το χαση οωσ. Wε χονσιδερ τηρεε ρm−σπεχιχ ϖαριαβλεσ
ασ αν ενδογενουσ τηρεσηολδ ϖαριαβλε τηατ ποτεντιαλλψ α¤εχτσ τηε ινϖεστmεντ δψναmιχσ. Βψ εm−
πλοψινγ α πανελ δατασετ οφ 560 ΥΚ ρmσ οϖερ τηε περιοδ 1973−1987, ωε νδ τηατ τηε χαση οω
σενσιτιϖιτψ οφ ινϖεστmεντ ισ σιγνιχαντλψ στρονγερ φορ χαση−χονστραινεδ, ηιγη−γροωτη ανδ ηιγη−
λεϖεραγεδ ρmσ, α χονσιστεντ νδινγ ωιτη αν οριγιναλ ηψποτηεσισ βψ Φαραζζι ετ αλ. (1988) τηατ
τηε σενσιτιϖιτψ οφ ινϖεστmεντ το χαση οωσ ισ αν ινδιχατορ οφ τηε δεγρεε οφ νανχιαλ χονστραιντσ.
Τηε πλαν οφ τηε παπερ ισ ασ φολλοωσ: Σεχτιον 2 δεσχριβεσ τηε mοδελ. Σεχτιον 3 πρεσεντσ τηε
δεταιλεδ εστιmατιον στεπσ φορ ΦD−ΓΜΜ. Σεχτιον 4 δεϖελοπσ αν ασψmπτοτιχ τηεορψ, ινχλυδινγ
χονσιστεντ ανδ ε′χιεντ εστιmατιον οφ τηε τηρεσηολδ παραmετερ. Σεχτιον 5 προϖιδεσ τηε ινφερενχε
φορ τηρεσηολδ ε¤εχτσ ανδ ενδογενειτψ οφ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε. Φινιτε σαmπλε περφορmανχε οφ
τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ ισ εξαmινεδ ιν Σεχτιον 6. Εmπιριχαλ αππλιχατιον ισ πρεσεντεδ ιν Σεχτιον
7. Σεχτιον 8 χονχλυδεσ. Wε προϖιδε τωο Αππενδιχεσ. Αππενδιξ Α πρεσεντσ τηε εστιmατιον
τηεορψ φορ ΦD−2ΣΛΣ, ωηιχη ισ σηοων το βε mορε ε′χιεντ ιν τηε σπεχιαλ χασε ωηερε τηε τηρεσηολδ
ϖαριαβλε ισ εξογενουσ. Αλλ τηε mατηεmατιχαλ προοφσ αρε χολλεχτεδ ιν Αππενδιξ Β.
2 Τηε Μοδελ
Χονσιδερ τηε φολλοωινγ δψναmιχ πανελ τηρεσηολδ ρεγρεσσιον mοδελ:
ψιτ =
 
1; ξ0ιτ

11 φθιτ  γ+
 
1; ξ0ιτ

21 φθιτ > γ+ ∀ιτ; ι = 1; :::; ν; τ = 1; :::; Τ; (1)
[3]
ωηερε ψιτ ισ α σχαλαρ στοχηαστιχ ϖαριαβλε οφ ιντερεστ, ξιτ τηε κ1  1 ϖεχτορ οφ τιmε−ϖαρψινγ ρε−
γρεσσορσ, τηατ mαψ ινχλυδε τηε λαγγεδ δεπενδεντ ϖαριαβλε, 1 φγ αν ινδιχατορ φυνχτιον, ανδ θιτ
τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε.  ισ τηε τηρεσηολδ παραmετερ, ανδ 1 ανδ 2 αρε τηε σλοπε παραmετερσ
ασσοχιατεδ ωιτη δι¤ερεντ ρεγιmεσ. Τηε ερρορ, ∀ιτ χονσιστσ οφ τηε ερρορ χοmπονεντσ:
∀ιτ = ι + ϖιτ; (2)
ωηερε ι ισ αν υνοβσερϖεδ ινδιϖιδυαλ ξεδ ε¤εχτ ανδ ϖιτ ισ α ζερο mεαν ιδιοσψνχρατιχ ρανδοm
διστυρβανχε. Ιν παρτιχυλαρ, ϖιτ ισ ασσυmεδ το βε α mαρτινγαλε δι¤ερενχε σεθυενχε,
Ε (ϖιτϕΦτ 1) = 0;
ωηερε Φτ ισ α νατυραλ λτρατιον ατ τιmε τ. Ιτ ισ ωορτηωηιλε το mεντιον τηατ ωε δο νοτ ασσυmε ξιτ
ορ θιτ το βε mεασυραβλε ωιτη ρεσπεχτ το Φτ 1, σαψ Ε (ϖιτξιτ) 6= 0 ορ Ε (ϖιτθιτ) 6= 0, τηυσ αλλοωινγ
ενδογενειτψ ιν βοτη τηε ρεγρεσσορ, ξιτ ανδ τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε, θιτ.
Τηε εστιmατιον οφ δψναmιχ πανελ δατα ωιτη α λαργε νυmβερ οφ ινδιϖιδυαλσ βυτ ωιτη α ξεδ
νυmβερ οφ τιmε περιοδσ ηασ βεεν χοmmονπλαχε, ε.γ. Ηολτσ−Εακιν ετ αλ. (1988), Αρελλανο ανδ
Βονδ (1991), Αρελλανο ανδ Βοϖερ (1995), Αην ανδ Σχηmιδτ (1995), Βλυνδελλ ανδ Βονδ (1998)
ανδ Αλϖαρεζ ανδ Αρελλανο (2003). Φολλοωινγ τηισ τραδιτιον, ωε αιm το εξτενδ τηε στατιχ πανελ
τηρεσηολδ mοδελλινγ αδϖανχεδ βψ Ηανσεν (1999), ανδ γενεραλιζε τηε Αρελλανο ανδ Βονδ (1991)
ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ το α νεω εστιmατιον αππροαχη αππλιχαβλε φορ δψναmιχ πανελ τηρεσηολδ
mοδελσ. Σπεχιχαλλψ, ωε χονσιδερ τηε ασψmπτοτιχ εξπεριmεντ υνδερ λαργε ν ωιτη α ξεδ Τ ,3 ιν
ωηιχη χασε τηε mαρτινγαλε δι¤ερενχε ασσυmπτιον ισ ϕυστ φορ εξποσιτιοναλ σιmπλιχιτψ. Τηε σαmπλε
ισ γενερατεδ φροm ρανδοm σαmπλινγ αχροσσ ι.
Α λεαδινγ εξαmπλε οφ ιντερεστ ισ τηε σελφ−εξχιτινγ τηρεσηολδ αυτορεγρεσσιϖε (ΣΕΤΑΡ) mοδελ
ποπυλαριζεδ βψ Τονγ (1990), ιν ωηιχη χασε ξιτ χονσιστσ οφ τηε λαγγεδ ψιτσ ανδ θιτ = ψι;τ δ φορ
ανψ δ  1.4
Ιτ ισ ωελλ−εσταβλισηεδ ιν τηε λινεαρ δψναmιχ πανελ δατα λιτερατυρε τηατ τηε ξεδ ε¤εχτσ
εστιmατορ οφ τηε αυτορεγρεσσιϖε παραmετερσ ισ βιασεδ δοωνωαρδ (ε.γ. Νιχκελλ, 1981). Το δεαλ
ωιτη τηε χορρελατιον οφ ρεγρεσσορσ ωιτη ινδιϖιδυαλ ε¤εχτσ ιν (1) ανδ (2), ωε χονσιδερ τηε ρστ−
δι¤ερενχε τρανσφορmατιον οφ (1) ασ φολλοωσ (ε.γ. Αρελλανο ανδ Βονδ, 1991):5
ψιτ = 
0ξιτ + 
0Ξ 0ιτ1ιτ () + ∀ιτ; (3)
3Ον τηε οτηερ ηανδ, ιφ Τ
Ν
! χ ασ Ν !1, ωε χονϕεχτυρε (ε.γ. Αλϖαρεζ ανδ Αρελλανο, 2003; Ησιαο ανδ Ζηανγ,
2015) τηατ ουρ προποσεδ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ ισ ασψmπτοτιχαλλψ βιασεδ οφ ορδερ
π
χ.
4Wε νοτε ιν πασσινγ τηατ αλλ τηε ρεσυλτσ γο τηρουγη ωηεν θιτ = ψιτ δ φορ ανψ δ  1, ωηιχη χοϖερσ τηε δελαψεδ
ΣΕΤΑΡ mεχηανισm. Ιτ ισ συ′χιεντ το χηεχκ ιφ τηε mοmεντ χονδιτιονσ ηολδ ωιτη τηε παρτιχυλαρ χηοιχε οφ θιτ.
5 Ιν (2), ∀ιτ = ϖιτ. Φορ χονϖενιενχε ωε υσε ∀ιτ ινστεαδ οφ ϖιτ τηρουγηουτ τηε παπερ. Ηερε, ωε δεχοmποσε
τηε παραmετερσ, 
1
= (
11
; 0
12
)
0
, 
2
= (
21
; 0
22
)
0
ανδ  = (1; 
0
2)
0
, χονφορmαβλε ωιτη (1; ξ0ιτ)
0
:
[4]
ωηερε  ισ τηε ρστ δι¤ερενχε οπερατορ, 
κ11
=
 
12; :::; 1;κ1+1
0
, 
(κ1+1)1
= 2   1; ανδ
Ξιτ
2(1+κ1)
=
0≅ (1; ξ0ιτ)
1; ξ0ι;τ 1
 1Α ανδ 1ιτ ()
21
=
 
1 φθιτ > γ
 1 φθιτ 1 > γ
!
:
Λετ  =
 
0; 0; 
0
ανδ ασσυmε τηατ  βελονγσ το α χοmπαχτ σετ,  =      Ρκ; ωιτη
κ = 2κ1 +2: Φολλοωινγ χονϖεντιον, ωε λετ   =

; 

; ωηερε  ανδ  αρε τωο περχεντιλεσ οφ τηε
τηρεσηολδ ϖαριαβλε. Τψπιχαλλψ, τηεψ αρε λοωερ ανδ υππερ τεντη ορ φτεεντη περχεντιλεσ.
Wε αλλοω φορ βοτη ξεδ τηρεσηολδ ε¤εχτ ανδ διmινισηινγ ορ σmαλλ τηρεσηολδ ε¤εχτ φορ
στατιστιχαλ ινφερενχε φορ τηε τηρεσηολδ παραmετερ,  βψ δενινγ (ε.γ. Ηανσεν, 2000):
 = ν = 0ν
  φορ 0   < 1=2: (4)
Τηε ΟΛΣ εστιmατορ οβταινεδ φροm (3) ισ βιασεδ σινχε τηε τρανσφορmεδ ρεγρεσσορσ αρε χορρε−
λατεδ ωιτη ∀ιτ. Το ξ τηισ προβλεm ωε νεεδ το νδ αν λ  1 ϖεχτορ οφ ινστρυmεντ ϖαριαβλεσ, 
ζ0ιτ0 ; ::::; ζ
0
ιΤ
0
φορ 2 < τ0  Τ ωιτη λ  κ συχη τηατ ειτηερ
Ε
 
ζ0ιτ0∀ιτ0 ; :::; ζ
0
ιΤ∀ιΤ
0
= 0; (5)
ορ
Ε (∀ιτϕζιτ) = 0; φορ εαχη τ = τ0; :::; Τ: (6)
Νοτιχε τηατ ζιτ mαψ ινχλυδε λαγγεδ ϖαλυεσ οφ (ξιτ; θιτ) ανδ λαγγεδ δεπενδεντ ϖαριαβλεσ ανδ τηατ
τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ mαψ βε δι¤ερεντ φορ εαχη τιmε τ.6
3 ΦD−ΓΜΜ Εστιmατιον
Wε αλλοω φορ τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε θιτ το βε ενδογενουσ; Ε (θιτ∀ιτ) 6= 0 συχη τηατ θιτ δοεσ νοτ
βελονγ το τηε σετ οφ ινστρυmενταλ ϖαριαβλεσ, φζιτγΤτ=τ0 . Wε χονσιδερ τηε φολλοωινγ λ−διmενσιοναλ
χολυmν ϖεχτορ οφ τηε σαmπλε mοmεντ χονδιτιονσ:
γν () =
1
ν
νΞ
ι=1
γι () ;
ωηερε
γι ()
λ1
=
0ΒΒ≅
ζιτ0
 
ψιτ0   0ξιτ0   0Ξ 0ιτ01ιτ0 ()

...
ζιΤ
 
ψιΤ   0ξιΤ   0Ξ 0ιΤ1ιΤ ()

1ΧΧΑ : (7)
6 Ιν πραχτιχε, τηε χηοιχε οφ ινστρυmεντσ ισ ιmπορταντ. Ιν Σεχτιον 4.1 ωε πρεσεντ τηε ορδερ ανδ τηε ρανκ
χονδιτιονσ (σεε Ασσυmπτιον 3 βελοω) φορ τηε πραχτιτιονερσ το χηεχκ ωιτη τηειρ οων χηοιχε οφ ινστρυmεντσ.
[5]
Ασσυmε τηατ Εγι () = 0 ιφ ανδ ονλψ ιφ  = 0 ανδ λετ γι = γι (0) =
 
ζ0ιτ0∀ιτ0 ; :::; ζ
0
ιΤ∀ιΤ
0
,
ανδ 
 = Ε (γιγ
0
ι), ωηερε 
 ισ ασσυmεδ το βε ποσιτιϖε δενιτε. Φορ α ποσιτιϖε δενιτε mατριξ,
Wν συχη τηατ Wν
π ! 
 1, λετ
ϑν () = γν ()
0Wνγν () : (8)
Τηεν, τηε ΓΜΜ εστιmατορ οφ  ισ γιϖεν βψ
β = αργmιν
2
ϑν () : (9)
Στριχτλψ σπεακινγ, β ισ γιϖεν βψ αν ιντερϖαλ βυτ ωε λετ β βε τηε mινιmυm οφ τηε ιντερϖαλ.
Σινχε τηε mοδελ ισ λινεαρ ιν  φορ εαχη  2  , ανδ τηε οβϕεχτιϖε φυνχτιον ϑν () ισ νοτ
χοντινυουσ ιν  ωιτη  =
 
0; 
0
; τηε γριδ σεαρχη αλγοριτηm ισ πραχτιχαλ: φορ α ξεδ , λετ
γ1ν =
1
ν
νΞ
ι=1
γ1ι; ανδ γ2ν () =
1
ν
νΞ
ι=1
γ2ι () ;
ωηερε
γ1ι
λ1
=
0ΒΒ≅
ζιτ0ψιτ0
...
ζιΤψιΤ
1ΧΧΑ ; γ2ι ()
λ(κ 1)
=
0ΒΒ≅
ζιτ0
 
ξιτ0 ;1ιτ0 ()
0Ξιτ0

...
ζιΤ
 
ξιΤ ;1ιΤ ()
0ΞιΤ

1ΧΧΑ :
Τηεν, τηε ΓΜΜ εστιmατορ οφ  ανδ , φορ α γιϖεν , ισ γιϖεν βψβ ()0 ;β ()00 =  γ2ν ()0Wν γ2ν () 1 γ2ν ()0Wν γ1ν:
Dενοτινγ τηε οβϕεχτιϖε φυνχτιον εϖαλυατεδ ατ β () ανδ β () βψ βϑν (), ωε οβταιν τηε ΓΜΜ
εστιmατορ οφ  βψ
β = αργmιν
2 
βϑν () ; ανδ β0;β00 = β (β)0 ;β (β)00 :
Τηε τωο−στεπ οπτιmαλ ΓΜΜ εστιmατορ ισ οβταινεδ ασ φολλοωσ:
1. Εστιmατε τηε mοδελ βψ mινιmιζινγ ϑν () ωιτη ειτηερ Wν = Ιλ ορ
Wν =
0ΒΒΒΒΒΒ≅
2
ν
Πν
ι=1 ζιτ0ζ
0
ιτ0
 1
ν
Πν
ι=1 ζιτ0ζ
0
ιτ0+1
0   
 1
ν
Πν
ι=1 ζιτ0+1ζ
0
ιτ0
2
ν
Πν
ι=1 ζιτ0+1ζ
0
ιτ0+1
. . .
. . .
0
. . .
. . .  1
ν
Πν
ι=1 ζιΤ 1ζ
0
ιΤ
...
. . .  1
ν
Πν
ι=1 ζιΤ ζ
0
ιΤ 1
2
ν
Πν
ι=1 ζιΤ ζ
0
ιΤ
1ΧΧΧΧΧΧΑ
 1
(10)
ανδ χολλεχτ ρεσιδυαλσ, χ∀ιτ.
[6]
2. Εστιmατε τηε παραmετερ  βψ mινιmιζινγ ϑν () ωιτη
Wν =
 
1
ν
νΞ
ι=1
βγιβγ0ι   1ν2
νΞ
ι=1
βγι νΞ
ι=1
βγ0ι
! 1
; (11)
ωηερε βγι = χ∀ιτ0ζ0ιτ0 ; :::; χ∀ιΤ ζ0ιΤ0.
Ρεmαρκ 1 Ιν τηε λινεαρ δψναmιχ πανελ δατα λιτερατυρε τηε νυmβερ οφ ινιτιαλ χονδιτιονσ ον
ψι0 ηαϖε βεεν προποσεδ το ιmπροϖε τηε ε′χιενχψ οφ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ, ε.γ. Αην ανδ
Σχηmιδτ (1995), Αρελλανο ανδ Βοϖερ (1995) ανδ Βλυνδελλ ανδ Βονδ (1998).7 Ιν τηισ παπερ ωε
χονσιδερ τηε δψναmιχ πανελσ ωιτη τηε λενγτη οφ τιmε περιοδ νοτ τοο σmαλλ ρελατιϖε το τηε νυmβερ
οφ ινδιϖιδυαλσ ασ ιν ουρ εmπιριχαλ αππλιχατιον οφ ρmσ ινϖεστmεντ δεχισιον. Ιν τηισ ρεγαρδ, ωε
αδοπτ α mορε ροβυστ σπεχιχατιον ιν ωηιχη τηε διστριβυτιον οφ ψι0 γιϖεν ι ισ λεφτ υνρεστριχτεδ.
4 Ασψmπτοτιχ Τηεορψ
Τηισ σεχτιον δεϖελοπσ αν ασψmπτοτιχ τηεορψ φορ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ. Τηερε αρε τωο φραmε−
ωορκσ ιν τηε λιτερατυρε. Ονε ισ τηε ξεδ τηρεσηολδ ασσυmπτιον (Χηαν, 1993) ανδ τηε οτηερ τηε
διmινισηινγ τηρεσηολδ ασσυmπτιον (Ηανσεν, 2000). Wε αλσο δισχυσσ τηε εστιmατιον οφ υνκνοων
θυαντιτιεσ ιν τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιονσ συχη ασ τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχεσ ανδ τηε νορmαλιζινγ
φαχτορσ ωηεν αν εστιmατορ ισ νοτ ασψmπτοτιχαλλψ νορmαλ.
Παρτιτιον  =
 
01; 
0
, ωηερε 1 =
 
0; 0
0
. Ασ τηε τρυε ϖαλυε οφ  ισ ν, τηε τρυε ϖαλυεσ οφ
 ανδ 1 αρε δενοτεδ βψ ν ανδ 1ν, ρεσπεχτιϖελψ. Dενε
Γ
λκ1
=
2664
 Ε  ζιτ0ξ0ιτ0
...
 Ε (ζιΤξ0ιΤ )
3775 ; Γ
λ(κ1+1)
() =
2664
 Ε  ζιτ01ιτ0 ()0Ξιτ0
...
 Ε  ζιΤ1ιΤ ()0ΞιΤ 
3775 ;
ανδ
Γ
λ1
() =
2664

Ετ0 1

ζιτ0
 
1; ξ0ιτ0 1
 ϕ πτ0 1 ()  Ετ0 ζιτ0  1; ξ0ιτ0 ϕ πτ0 ()	 0
...
ΕΤ 1

ζιΤ
 
1; ξ0ιΤ 1
 ϕ πΤ 1 ()  ΕΤ [ζιΤ (1; ξ0ιΤ ) ϕ] πΤ ()	 0
3775 ;
ωηερε Ετ [ϕ] δενοτεσ τηε χονδιτιοναλ εξπεχτατιον γιϖεν θιτ =  ανδ πτ () τηε δενσιτψ οφ θιτ:
7Βυν ανδ Wινδmειϕερ (2010) σηοω φορ τηε χοϖαριανχε στατιοναρψ ΑΡ(1) πανελ mοδελ τηατ τηε σψστεm ΓΜΜ
εστιmατορ ηασ α σmαλλερ βιασ ανδ ροοτ mεαν σθυαρε ερρορ τηαν τηε ΦD−ΓΜΜ ωηεν τηε σεριεσ αρε περσιστεντ, βυτ
τηατ τηισ βιασ ινχρεασεσ ωιτη ινχρεασινγ 2=
2
ϖ ανδ χαν βεχοmε συβσταντιαλ.
[7]
Ασσυmπτιον 1 Τηε τρυε ϖαλυε οφ  ισ ξεδ ατ 0 ωηιλε τηατ οφ  δεπενδσ ον ν συχη τηατ
ν = 0ν
  φορ σοmε 0   < 1=2 ανδ 0 6= 0. ν αρε ιντεριορ ποιντσ οφ : 
 ισ νιτε ανδ
ποσιτιϖε δενιτε.
Τηισ ασσυmπτιον αλλοωσ φορ βοτη τηε στανδαρδ σετυπ, ν = 0 6= 0 φορ αλλ ν; ανδ τηε
διmινισηινγ σετυπ, ν ! 0 ασ ν!1. Τηε λαττερ ηασ βεεν ωιδελψ υσεδ ιν τηε τηρεσηολδ mοδελ
(ωιτηουτ αν ενδογενουσ ρεγρεσσορ) το οβταιν α τραχταβλε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον φορ τηε λεαστ
σθυαρεσ εστιmατορ οφ , σεε Ηανσεν (2000). Ασ σηοων βελοω, ηοωεϖερ, τηε ΓΜΜ εστιmατε β
ισ ασψmπτοτιχαλλψ νορmαλ ωηετηερ ορ νοτ ν ! 0; ιmπλψινγ τηατ τηε ινφερεντιαλ προχεδυρε ισ
τηε σαmε φορ ανψ 0   < 1=2: Τηερεφορε, ωε δο νοτ νεεδ το χονσιδερ τηε διmινισηινγ σετυπ,
τηουγη ωε κεεπ ιτ φορ αν ιντερναλ χονσιστενχψ οφ τηε εξποσιτιονσ.
Ασσυmπτιον 2 (ι) Τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε, θιτ ηασ α χοντινυουσ ανδ βουνδεδ δενσιτψ, πτ () ;
συχη τηατ πτ (0) > 0 φορ αλλ τ = 1; :::; Τ ; (ιι) Ετ

ζιτ

ξ0ιτ; ξ
0
ι;τ 1

ϕ

ισ χοντινυουσ ατ 0, ωηερε
Ετ (ϕ) = Ε (ϕθιτ = ) :
Τηε σmοοτηνεσσ ασσυmπτιον ον τηε διστριβυτιον οφ τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε ανδ χονδιτιοναλ
mοmεντσ αρε στανδαρδ. Νοτιχε ηοωεϖερ τηατ τηε διστριβυτιον οφ ΓΜΜ εστιmατορ οφ υνκνοων
τηρεσηολδ ισ ινϖαριαντ το τηε χοντινυιτψ οφ τηε ρεγρεσσιον φυνχτιον ατ τηε χηανγε ποιντ βεχαυσε
ουρ mοδελ δοεσ νοτ ρεθυιρε ιτσ δισχοντινυιτψ ατ τηε χηανγε ποιντ. Τηισ ισ α νοϖελ φεατυρε οφ τηε
ΓΜΜ. Ασ α χονσεθυενχε, ωε δο νοτ νεεδ α πριορ κνοωλεδγε ον τηε χοντινυιτψ οφ τηε mοδελ το
mακε ινφερενχε φορ τηε τηρεσηολδ mοδελ.8
Ασσυmπτιον 3 Λετ Γ = (Γ ; Γ (0) ; Γ (0)), τηεν Γ ισ οφ φυλλ χολυmν ρανκ.
Τηισ ισ α στανδαρδ ρανκ χονδιτιον ιν ΓΜΜ φορ ιδεντιχατιον. Τψπιχαλλψ, τηε λαγγεδ ϖαρι−
αβλεσ αρε εmπλοψεδ ασ ινστρυmεντσ. Φορ ινστανχε, ιφ τηε mοδελ ισ τηε ΣΕΤΑΡ, τηε λαγγεδ
δεπενδεντ ϖαριαβλεσ, ψιτ δσ φορ δ > 1 αρε ϖαλιδ ινστρυmεντσ ανδ τηυσ τηε διmενσιον οφ τηε
mοmεντ χονδιτιονσ γροωσ θυιχκλψ ασ Τ ινχρεασεσ το σατισφψ τηε ρεθυιρεδ νυmβερ οφ mοmεντσ
φορ ιδεντιχατιον.9
8Τηε ΓΜΜ χριτεριον φυνχτιον χαν βε ϖιεωεδ ασ αν εξτρεmε φορm οφ σmοοτηινγ ιν τηε σενσε οφ Σεο
ανδ Λιντον (2007). Τηε σmοοτηεδ λεαστ σθυαρεσ ιmπλιεσ mοmεντ χονδιτιονσ τηατ ινχλυδε ονε οφ τηε τψπε
Ε

ετ () π

θτ 
ην

= 0; ωηερε ετ () ισ τηε ερρορ φορ α γιϖεν , π () ισ α δενσιτψ φυνχτιον, ανδ ην ισ α σmοοτηινγ
παραmετερ τηατ γοεσ το ζερο. Τηε διmινισηινγ ρατε οφ ην δετερmινεσ τηε δεγρεε οφ σmοοτηινγ ανδ τηε χονϖεργενχε
ρατε οφ τηε τηρεσηολδ εστιmατε, ωηιχη ισ
 
νη 1ν

 1=2
: Τηε σλοωερ τηε ρατε ισ, τηε mορε σmοοτηινγ ιτ ιmπλεσ. Τηε
ΓΜΜ χριτεριον χορρεσπονδσ το τηε χασε ωηερε ην ισ ξεδ, ψιελδινγ τηε χονϖεργενχε ρατε οφ ν
 1=2.
9Ουρ mοmεντ χονδιτιονσ ιν (7) υτιλιζε τηε mοmεντσ ρελατεδ το ∀ιτ ονλψ, βυτ νοτ τηοσε ρελατεδ το τηε λεϖελ
∀ιτ ασ ιν Βλυνδελλ ανδ Βονδ (1998).
[8]
Τηεορεm 1 Υνδερ Ασσυmπτιονσ 1−3, ασ ν!1;0ΒΒ≅
π
ν
 β   0β   ν
!
ν1=2  (β   0)
1ΧΧΑ δ ! Ν 0;  Γ0
 1Γ 1 :
Ρεmαρκ 2 Τηεορεm 1 εσταβλισηεσ τηατ τηε ΦD−ΓΜΜ αλωαψσ φολλοωσ τηε νορmαλ διστριβυτιον
ασψmπτοτιχαλλψ, ιρρεσπεχτιϖε οφ ωηετηερ  = 0 ορ νοτ. Ιτ χαν βε αργυεδ τηατ συχη α νορmαλιτψ
ρεσυλτ χαν βε σιmπλψ δεριϖεδ τηρουγη αππλψινγ τηε στανδαρδ ΓΜΜ ασψmπτοτιχσ. Ηοωεϖερ, φορ
ουρ mοδελσ ωιτη νον−σmοοτη χριτεριον φυνχτιονσ, ωε στιλλ νεεδ το ϖεριφψ χερταιν στοχηαστιχ διφ−
φερεντιαβιλιτψ χονδιτιονσ, ωηιχη ισ νοντριϖιαλ ανδ σηοων το βε αχηιεϖεδ βψ αππλψινγ τηε εmπιριχαλ
προχεσσ τηεορψ, ε.γ. ϖαν δερ ςααρτ ανδ Wελλνερ (1996). Wε χαν αλσο αλλοω φορ  = 0 υνλικε ιν
τηε λεαστ σθυαρεσ οφ τηρεσηολδ ρεγρεσσιον (ε.γ. Ηανσεν, 2000). Φυρτηερmορε, ουρ ρεσυλτ δοεσ νοτ
ρεθυιρε υσ το κνοω α πριορι ωηετηερ τηε ρεγρεσσιον φυνχτιον ισ χοντινυουσ ορ νοτ, τηε ϖαλιδιτψ
οφ ωηιχη ισ χονρmεδ βψ τηε Μοντε−Χαρλο στυδιεσ βελοω.
Τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχε mατριξ χονταινσ 0, ανδ τηε χονϖεργενχε ρατε οφ β ηινγεσ ον τηε
υνκνοων θυαντιτψ, . Τηεσε τωο θυαντιτιεσ χαννοτ βε χονσιστεντλψ εστιmατεδ ιν σεπαρατιον,
βυτ τηεψ χανχελ ουτ ιν τηε χονστρυχτιον οφ τ−στατιστιχ. Τηυσ, χονδενχε ιντερϖαλσ φορ  χαν βε
χονστρυχτεδ ιν τηε στανδαρδ mαννερ. Λετ
β
 = 1
ν
νΞ
ι=1
βγιβγ0ι  
 
1
ν
νΞ
ι=1
βγι! 1
ν
νΞ
ι=1
βγ0ι
!
;
βε τηε σαmπλε ϖαριανχε οφ βγι; ωηερε βγι = γι β ; ανδ
βΓ =
2664
  1ν
Πν
ι=1 ζιτ0ξ
0
ιτ0
...
  1ν
Πν
ι=1 ζιΤξ
0
ιΤ
3775 ; βΓ =
2664
  1ν
Πν
ι=1 ζιτ01ιτ0 (β)0Ξιτ0
...
  1ν
Πν
ι=1 ζιΤ1ιΤ (β)0ΞιΤ
3775 :
Γ mαψ βε εστιmατεδ βψ τηε στανδαρδ Ναδαραψα−Wατσον κερνελ εστιmατορ: φορ σοmε κερνελ Κ
ανδ βανδωιδτη η (ε.γ. τηε Γαυσσιαν κερνελ ανδ Σιλϖερmανσ ρυλε οφ τηυmβ)10, λετ
βΓ =
26664
1
νη
Πν
ι=1 ζιτ0
η 
1; ξ0ιτ0 1
0
Κ

β θιτ0 1
η

   1; ξ0ιτ00Κ β θιτ0η ιβ
...
1
νη
Πν
ι=1 ζιΤ
η 
1; ξ0ιΤ 1
0
Κ

β θιΤ 1
η

  (1; ξ0ιΤ )0Κ

β θιΤ
η
ιβ
37775 : (12)
10Φορ σιmπλιχιτψ, ωε αππλψ τηε σαmε βανδωιδτη το αλλ τηε τερmσ ιν βΓ , ωηιχη ισ νε ωιτη τηε Σιλϖερmανσ ρυλε
οφ τηυmβ υνδερ στατιοναριτψ οφ θιτ. Ιν πρινχιπλε, α δι¤ερεντ βανδωιδτη χαν βε δεριϖεδ φορ εαχη θιτ.
[9]
Ρεmαρκ 3 Ασ ν!1, τηε χονσιστενχψ οφ β
 ανδ βΓ φολλοωσ φροm τηε στανδαρδ υνιφορm λαω οφ
λαργε νυmβερσ (ΥΛΛΝ) φορ ιιδ δατα αχροσσ ι; ανδ τηε χονσιστενχψ οφ τηε Ναδαραψα−Wατσον ανδ
τηε κερνελ δενσιτψ εστιmατορσ. Τηε εξιστενχε οφ τηε αβσολυτε mοmεντ ισ συ′χιεντ το γετ ΥΛΛΝ.
Τηε χονϖεργενχε ρατε φορ βΓ φολλοωσ τηε στανδαρδ νονπαραmετεριχ ρατε φορ τηε Ναδαραψα−Wαστον
ανδ τηε κερνελ δενσιτψ εστιmατορσ. Σεε Ηρδλε ανδ Λιντον (1994) φορ mορε δεταιλσ ον τηε χηοιχε
οφ κερνελ ανδ βανδωιδτη.
Λετ βςσ = β
 1=2  βΓ; βΓ ανδ βς = β
 1=2 βΓ . Τηεν, τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχε mατριξ φορ τηε
ρεγρεσσιον χοε′χιεντ, 1 =
 
0; 0
0
χαν βε χονσιστεντλψ εστιmατεδ βψ
βς 0σ βςσ   βς 0σ βς βς 0 βς 1 βς 0 βςσ 1,
ωηιλε τηε τ−στατιστιχ φορ  = 0 δενεδ βψ
τ =
π
ν (β   0)βς 0 βς   βς 0 βςσ βς 0σ βςσ 1 βς 0σ βς ; (13)
χονϖεργεσ το τηε στανδαρδ νορmαλ διστριβυτιον. Ηενχε, τηε χονδενχε ιντερϖαλσ χαν βε χον−
στρυχτεδ ιν τηε στανδαρδ mαννερ. Αλτερνατιϖελψ, τηε νονπαραmετριχ βοοτστραπ χαν βε εmπλοψεδ
το χονστρυχτ τηε χονδενχε ιντερϖαλσ, σεε Σεχτιον 5.1 φορ δεταιλσ.
5 Τεστινγ
5.1 Τεστινγ φορ Λινεαριτψ
Τηε ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ προϖιδε ωαψσ το mακε ινφερενχε φορ υνκνοων παραmετερσ ανδ τηειρ
φυνχτιονσ. Ηοωεϖερ, ιτ ισ ωελλ−εσταβλισηεδ τηατ τηε τεστ φορ λινεαριτψ ορ τηρεσηολδ ε¤εχτσ ρεθυιρεσ
υσ το δεϖελοπ τηε δι¤ερεντ ασψmπτοτιχ τηεορψ δυε το τηε πρεσενχε οφ υνιδεντιεδ παραmετερσ
υνδερ τηε νυλλ (ε.γ. Dαϖιεσ, 1977). Σπεχιχαλλψ, ρεχαλλ τηε mοδελ σπεχιχατιον (3) ανδ χονσιδερ
τηε νυλλ ηψποτηεσισ:
Η0 :  = 0; φορ ανψ  2  ; (14)
αγαινστ τηε αλτερνατιϖε ηψποτηεσισ
Η1 :  6= 0; φορ σοmε  2  :
Τηεν, α νατυραλ τεστ στατιστιχ φορ τηε νυλλ ηψποτηεσισ, Η0 ισ:
συπW = συπ
2 
Wν () ; (15)
ωηερε Wν () ισ τηε στανδαρδ Wαλδ στατιστιχ φορ εαχη ξεδ , τηατ ισ,
Wν () = νβ ()0 β () 1 β () ;
[10]
ωηερε β () ισ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατε οφ , γιϖεν , ανδ β () ισ τηε χονσιστεντ ασψmπτοτιχ
ϖαριανχε εστιmατορ φορ β () ; γιϖεν βψ β () = Ρβςσ () βςσ () 1Ρ0, ωηερε βςσ () ισ χοm−
πυτεδ ασ ιν Σεχτιον 4 ωιτη β =  ανδ Ρ =  0(κ1+1)κ1 ;Ικ1+1. Τηε συπρεmυm στατιστιχ ισ αν
αππλιχατιον οφ τηε υνιον−ιντερσεχτιον πρινχιπλε χοmmονλψ υσεδ ιν τηε λιτερατυρε, ε.γ. Ηανσεν
(1996) ανδ Λεε ετ αλ. (2011).
Wε πρεσεντ τηε λιmιτινγ διστριβυτιον οφ τηε συπW στατιστιχ βελοω.
Τηεορεm 2 Λετ Γ () = (Γ ; Γ ()) ανδ D () = Γ ()
0
 1Γ (). Συπποσε τηατ ινφ2  δετ (D ()) >
0 ανδ Ασσυmπτιον 2 (ι) ηολδσ. Τηεν, υνδερ τηε νυλλ (14), ωε ηαϖε:
συπW
δ ! συπ
2 
Ζ 0Γ ()0D () 1Ρ0
η
ΡD () 1Ρ0
ι 1
ΡD () 1Γ ()Ζ;
ωηερε Ζ  Ν  0;
 1 :
Αλτηουγη τηε λιmιτινγ διστριβυτιον οφ συπW ισ δεριϖεδ ασ τηε συπρεmυm οφ τηε σθυαρε οφ α
Γαυσσιαν προχεσσ ωιτη α σιmπλερ χοϖαριανχε κερνελ, ιτ ισ νοτ στραιγητφορωαρδ το πιϖοταλιζε τηε
στατιστιχ ανδ ταβυλατε τηε χριτιχαλ ϖαλυεσ. Ηενχε, ωε φολλοω Ηανσεν (1996) ανδ βοοτστραπ ορ
σιmυλατε τηε ασψmπτοτιχ χριτιχαλ ϖαλυεσ ορ π−ϖαλυεσ ασ φολλοωσ:
Λετ β βε τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ ανδ χονστρυχτ:
δ∀ιτ = ψιτ  ξ0ιτβ   β0Ξ 0ιτ1ιτ (β) ;
φορ ι = 1; :::; ν; ανδ τ = τ0; :::; Τ . Τηεν,
1. Λετ ι βε α ρανδοm δραω φροm φ1; :::; νγ, ανδ Ξιτ = Ξιτ, θιτ = θιτ, ζιτ = ζιτ ανδ
∀ιτ =
[∀ιτ. Τηεν, γενερατε
ψιτ = ξ
0
ιτ
β +∀ιτ φορ τ = τ0; :::; Τ:
2. Ρεπεατ στεπ 1 ν τιmεσ, ανδ χολλεχτ φ(ψιτ; Ξιτ; θιτ; ζιτ) : ι = 1; :::; ν; τ = τ0; :::; Τγ.
3. Χονστρυχτ τηε συπW στατιστιχ, σαψ συπW, φροm τηε βοοτστραπ σαmπλε υσινγ τηε σαmε
εστιmατιον mετηοδ φορ β.
4. Ρεπεατ στεπσ 1−3 Β τιmεσ, ανδ εϖαλυατε τηε βοοτστραπ π−ϖαλυε βψ τηε φρεθυενχψ οφ συπW
τηατ εξχεεδσ τηε σαmπλε στατιστιχ, συπW.
Νοτε τηατ ωηεν σιmυλατινγ τηε βοοτστραπ σαmπλεσ, τηε νυλλ mοδελ ισ ιmποσεδ ιν στεπ 1.
[11]
5.2 Τεστινγ φορ Εξογενειτψ
Ιν τηισ σεχτιον ωε δεσχριβε ηοω το τεστ φορ τηε εξογενειτψ οφ τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε. Ρεχεντλψ,
Καπετανιοσ (2010) δεϖελοπσ τηε εξογενειτψ τεστ οφ τηε ρεγρεσσορσ ιν τηρεσηολδ mοδελσ, φολλοωινγ
τηε γενεραλ πρινχιπλε οφ τηε Ηαυσmαν (1978) τεστ. Σιmιλαρλψ, ωε χαν δεϖελοπ τηε Ηαυσmαν
τψπε τεστινγ προχεδυρε φορ τηε ϖαλιδιτψ οφ τηε νυλλ ηψποτηεσισ τηατ τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε, θιτ ισ
εξογενουσ. Ινδεεδ, τηισ ισ α στραιγητφορωαρδ βψ−προδυχτ οβταινεδ βψ χοmβινινγ ΦD−ΓΜΜ ανδ
ΦD−2ΣΛΣ εστιmατορσ ανδ τηειρ ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ.
Σπεχιχαλλψ, ωε προποσε τηε φολλοωινγ τ−στατιστιχ φορ τηε νυλλ ηψποτηεσισ τηατ τηε ΦD−ΓΜΜ
εστιmατε β οφ τηε υνκνοων τηρεσηολδ ισ εθυαλ το τηε ΦD−2ΣΛΣ εστιmατε, βΦD 2ΣΛΣ (σεε Απ−
πενδιξ Α φορ δεταιλσ οφ τηε ΦD−2ΣΛΣ εστιmατορ):
τΗ =
π
ν
 β   βΦD 2ΣΛΣβς 0 βς   βς 0 βςσ βς 0σ βςσ 1 βς 0σ βς ;
ωηερε τηε δενοmινατορ ισ δεριϖεδ ασ ιν Σεχτιον 4. Νοτε τηατ τηισ τ−στατιστιχ ισ ιδεντιχαλ το τηε
τ−στατιστιχ ιν (13) εξχεπτ τηατ 0 ισ ρεπλαχεδ βψ βΦD 2ΣΛΣ : Ηοωεϖερ,
βΦD 2ΣΛΣ = 0 + οπν 1=2βς 0 βς   βς 0 βςσ βς 0σ βςσ 1 βς 0σ βς
δυε το ιτσ συπερ−χονσιστενχψ. Τηεν, ιτ ισ εασιλψ σεεν τηατ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον οφ τηε
τ−στατιστιχ ισ τηε στανδαρδ νορmαλ υνδερ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ στριχτ εξογενειτψ οφ θιτ:
6 Μοντε Χαρλο Εξπεριmεντσ
Τηισ σεχτιον εξπλορεσ νιτε σαmπλε περφορmανχε οφ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ. Τηε νιτε σαmπλε
προπερτψ οφ τηε λεαστ σθυαρεσ εστιmατορσ ανδ τηε τεστινγ φορ τηε πρεσενχε οφ τηρεσηολδ ε¤εχτ
ηαϖε βεεν εξαmινεδ εξτενσιϖελψ ιν τηε λιτερατυρε (ε.γ. Ηανσεν, 2000; Χανερ ανδ Ηανσεν,
2004), αλβειτ ιν τηε σινγλε εθυατιον ρεγρεσσιον. Υπ το ουρ κνοωλεδγε, ηοωεϖερ, νο εξιστινγ
στυδιεσ ηαϖε εξαmινεδ ηοω τηε ΓΜΜ εστιmατορ περφορmσ ιν τηισ γενεραλ χοντεξτ.
6.1 Βιασ ανδ ΜΣΕ
Wε χονσιδερ τηε φολλοωινγ τωο mοδελσ:
ψιτ = (0:7  0:5ψιτ 1) 1 φψιτ 1  0γ+ ( 1:8 + 0:7ψιτ 1) 1 φψιτ 1 > 0γ+ 1υιτ; (16)
ψιτ = (0:52 + 0:6ψιτ 1) 1 φψιτ 1  0:8γ+ (1:48  0:6ψιτ 1) 1 φψιτ 1 > 0:8γ+ 2υιτ; (17)
[12]
φορ τ = 1; :::; 10; ανδ ι = 1; :::; ν, ωηερε υιτ αρε ιιδΝ (0; 1). Τηε ρστ mοδελ φροm Τονγ (1990)
αλλοωσ α ϕυmπ ιν τηε ρεγρεσσιον φυνχτιον ατ τηε τηρεσηολδ ποιντ. Τηε σεχονδ ισ τηε χοντινυουσ
mοδελ χονσιδερεδ βψ Χηαν ανδ Τσαψ (1998). Ιν βοτη mοδελσ τηε τηρεσηολδ ισ λοχατεδ αρουνδ
τηε χεντερ οφ τηε διστριβυτιον οφ τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε. Ιν τερmσ οφ τηε πρεϖιουσ νοτατιονσ ιν
(3) ; τηε υνκνοων τρυε παραmετερ ϖαλυεσ αρε  =  0:5 ανδ (1; 2) = ( 2:5; 1:2)0 ιν τηε ρστ
mοδελ ανδ  = 0:6 ανδ (1; 2) = (0:96; 1:2)0 ιν τηε σεχονδ. Αλλ τηε παστ λεϖελσ οφ ψιτ αρε υσεδ
ασ τηε ινστρυmενταλ ϖαριαβλεσ.11
Ιν αδδιτιον ωε χονσιδερ αν αϖεραγινγ οφ α χλασσ οφ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ, ωηιχη ισ εξπεχτεδ το
βε παρτιχυλαρλψ ρελεϖαντ ιν νιτε σαmπλε. Τηερε αρε mανψ δι¤ερεντ ωαψσ το χοmπυτε τηε ωειγητ
mατριξ, Wν ιν τηε ρστ στεπ, τηουγη τηερε ισ νο ωαψ το τελλ ωηιχη ισ οπτιmαλ. Προϖιδεδ τηατ τηε
ρστ στεπ εστιmατορσ αρε χονσιστεντ, αλλ τηε σεχονδ στεπ εστιmατορσ αρε ασψmπτοτιχαλλψ εθυιϖαλεντ,
συγγεστινγ τηατ τηε αϖεραγινγ δοεσ νοτ χηανγε τηε ρστ ορδερ ασψmπτοτιχ διστριβυτιον.12 Ιν τηισ
ρεγαρδ, ωε προποσε το ρανδοmιζε τηε ωειγητ mατριξ,Wν ιν τηε ρστ στεπ ασ φολλοωσ: Wε χοmπυτε
Wν ιν (11) ωιτη βγι =  ε∀ιτ0ζ0ιτ0 ; :::;ε∀ιΤ ζ0ιΤ 0, ωηερε ε∀ιτσ αρε ρανδοmλψ γενερατεδ φροm Ν (0; 1) :
Ιν ουρ εξπεριmεντσ ωε δο τηισ 100 τιmεσ ανδ τακε τηε αϖεραγε οφ τηε σεχονδ στεπ εστιmατορσ.
Ουρ προποσαλ φολλοωσ τηε σιmιλαρ ιδεα βψ Χηαmβερλαιν ανδ Ιmβενσ (2004) ανδ Συν (2014),
ωηο δεmονστρατε τηατ ρανδοmιζινγ ινιτιαλ δραωσ αρε αβλε το ιmπροϖε χοϖεραγε ρατεσ λεαδινγ το
mορε αχχυρατε ινφερενχε. Χονσιστεντ ωιτη τηεσε εξπεχτατιονσ, τηε συβσεθυεντ σιmυλατιον ρεσυλτσ
δεmονστρατε τηατ τηε ϖαριανχε οφ τηε αϖεραγινγ εστιmατορ ισ γρεατλψ ρεδυχεδ ιν σmαλλ σαmπλεσ.
Wε εξαmινε τηε βιασ, στανδαρδ ερρορ ανδ mεαν σθυαρε ερρορ (ΜΣΕ) οφ τηε ΦD−ΓΜΜ εσ−
τιmατορ ωιτη 1,000 ιτερατιονσ. Φορ ν = 50, 100 ανδ 200, ωε σετ 1 = 1 ανδ 2 = 0:5. Τηε
σιmυλατιον ρεσυλτσ αρε ρεπορτεδ ιν Ταβλεσ 1 − 3. Φιρστ, λοοκινγ ατ τηε ΜΣΕσ ιν Ταβλε 1, τηοσε οφ
τηε ΦD−ΓΜΜ φορ εαχη παραmετερ γενεραλλψ δεχρεασεσ ασ τηε σαmπλε σιζε ρισεσ, βυτ σοmε παρα−
mετερσ, παρτιχυλαρλψ 1 ανδ 2, αρε εστιmατεδ ωιτη mυχη λαργερ ΜΣΕσ. Τηε χοντινυουσ δεσιγν
ψιελδσ ηιγηερ ΜΣΕσ φορ τηε ρεγρεσσιον χοε′χιεντσ, βεχαυσε ιτ ηασ τηε σmαλλερ χηανγε τηαν τηε
δισχοντινυουσ δεσιγν. Wηεν ωε χοmπαρε ΜΣΕσ οφ τηε ΦD−ΓΜΜ ωιτη τηοσε οφ τηε αϖεραγινγ
εστιmατορ, ωε νδ τηατ τηε αϖεραγινγ σιγνιχαντλψ ρεδυχεσ ΜΣΕσ. Ιν σοmε χασεσ τηε γαινσ αρε
σο λαργε τηατ ΜΣΕσ οφ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ αρε ασ τωιχε ασ τηοσε οφ τηε αϖεραγινγ εστιmατορ.
Ασ α ρυλε οφ τηυmβ, τηε ρεδυχτιον ιν ΜΣΕσ βψ αϖεραγινγ βεχοmεσ λαργερ ωηεν τηε οριγιναλ ΜΣΕσ
αρε ρελατιϖελψ λαργε, τηουγη τηισ γαιν βεχοmεσ σmαλλερ ασ τηε σαmπλε σιζε ινχρεασεσ. Τυρνινγ
11Wε ηαϖε ονε Ις φορ τ = 3, τωο Ιςσ φορ τ = 4, ανδ τηυσ α τοταλ οφ 36 Ιςσ φορ Τ = 10.
12Αλτερνατιϖελψ, ωε mαψ χονσιδερ τηε χοντινυουσ υπδατινγ ΓΜΜ εστιmατορ (ΧΥΕ) προποσεδ βψ Ηανσεν ετ αλ.
(1996), ωηιχη ισ συπποσεδ το βε ινϖαριαντ το τηε ινιτιαλ ωειγητινγ mατριξ. Ηοωεϖερ, ιτσ εϖαλυατιον γοεσ βεψονδ
τηε σχοπε οφ τηε χυρρεντ παπερ mαινλψ δυε το τηε χοmπυτατιοναλ χοmπλεξιτψ ανδ τιmε. Φυρτηερmορε, Ηασυmαν
ετ αλ. (2011) σηοω τηατ τηε ΧΥΕ δοεσ νοτ αλωαψσ περφορm ωελλ δυε το ιτσ νο−mοmεντ προβλεm τηατ λεαδσ το ωιδε
δισπερσιον οφ τηε εστιmατεσ.
[13]
το βιασεσ ανδ στανδαρδ ερρορσ ασ ρεπορτεδ ιν Ταβλεσ 2 ανδ 3, ωε οβσερϖε τηατ τηε αϖεραγινγ
αλωαψσ ρεδυχεσ στανδ ερρορσ, βυτ ιτ ηασ α mιξεδ ε¤εχτ ον βιασεσ. Ιν παρτιχυλαρ, ωηεν τηε βιασ
οφ τηε ΦD−ΓΜΜ ισ λαργε (τηοσε οφ 1 ανδ 2), τηεν τηε αϖεραγινγ ρεδυχεσ ιτ ανδ ϖιχε ϖερσα. Ασ
α ρεσυλτ, τηε αϖεραγε βιασ οφ τηε ΦD−ΓΜΜ ισ αλmοστ τηε σαmε ασ τηατ οφ τηε αϖεραγινγ ωηιλστ
τηε στανδαρδ δεϖιατιον οφ τηε φορmερ ισ αλωαψσ λαργερ τηαν τηατ οφ τηε λαττερ. Τηισ ιmπλιεσ τηατ
τηε αϖεραγινγ ηασ ποσιτιϖε ΜΣΕ ρεδυχτιον ε¤εχτσ ον τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ.
Ταβλεσ 1−3 αβουτ ηερε
Wε ηαϖε αλσο περφορmεδ τηε σαmε εξπεριmεντ βψ ξινγ τηε ιντερχεπτσ αχροσσ τηε ρεγιmεσ:
ψιτ = 0:7  0:5ψιτ 11 φψιτ 1  1:5γ+ 0:7ψιτ 11 φψιτ 1 > 1:5γ+ 1υιτ;
ψιτ = 0:52 + 0:6ψιτ 11 φψιτ 1  0:4γ   0:6ψιτ 11 φψιτ 1 > 0:4γ+ 2υιτ;
ωηερε τηε τηρεσηολδ ϖαλυεσ αρε ρεσετ το σταψ ιν τηε mιδδλε οφ διστριβυτιον. Φροm Ταβλεσ 4 − 6, ωε
νδ τηατ τηε αϖεραγινγ ρεδυχεσ ΜΣΕσ ανδ στανδαρδ ερρορσ mορε συβσταντιαλλψ. Φυρτηερmορε,
βιασεσ αρε γρεατλψ ρεδυχεδ βψ τηε αϖεραγινγ φορ mορε τηαν 70% οφ τηε χασεσ.
Ταβλεσ 4−6 αβουτ ηερε
6.2 Χοϖεραγε Προβαβιλιτψ
Τηισ σεχτιον εξπλορεσ τηε χοϖεραγε προβαβιλιτψ οφ τηε χονδενχε ιντερϖαλσ βψ ινϖερτινγ τηε τ−
στατιστιχ. Wε φοχυσ ον τηε ρστ τωο δατα γενερατινγ προχεσσεσ (16) ανδ (17). Ταβλε 7 ρεπορτσ
εmπιριχαλ χοϖεραγε προβαβιλιτιεσ οφ τηε 95% χονδενχε ιντερϖαλσ φορ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ
ανδ ιτσ αϖεραγινγ. Ιν τηε αϖεραγινγ, βοτη τηε εστιmατορ ανδ τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχε εστιmατορ
αρε αϖεραγεδ. Wε σελεχτ τηε βανδωιδτη φορ τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχε βψ τηε Σιλϖερmανσ ρυλε οφ
τηυmβ mυλτιπλιεδ βψ η, ανδ ρεπορτ τηε ρεσυλτσ φορ η = (0:5; 1; 1:5). Νοτ συρπρισινγλψ, ασ η ρισεσ,
τηε χοϖεραγε φρεθυενχψ ινατεσ. Τηε βανδωιδτη ωιτη η = 0:5 ψιελδσ τοο λοω χοϖεραγε φορ τηε
χοντινυουσ δεσιγν ανδ τηατ ωιτη η = 1:5 ψιελδσ εξχεσσιϖε χοϖεραγε εσπεχιαλλψ φορ τηε τηρεσηολδ
παραmετερ, : Τηυσ, ωε φολλοω τηε Σιλϖερmανσ ρυλε.
Ταβλε 7 αβουτ ηερε
Τηε ρεσυλτσ φορ η = 1 αππεαρ το βε mορε προmισινγ τηαν τηε εξιστινγ στυδιεσ τηατ δοχυmεντ
ρατηερ ποορ εmπιριχαλ χοϖεραγε προβαβιλιτιεσ φορ  ανδ 2; ε.γ. Ηανσεν (2000) ανδ Χανερ ανδ
Ηανσεν (2004). Ιmπορταντλψ, τηε αϖεραγινγ ρεσυλτσ ιν mυχη ιmπροϖεδ χοϖεραγε, εσπεχιαλλψ ωηεν
ν ισ σmαλλ, ιν ωηιχη χασε τηε ΦD−ΓΜΜ τενδσ το εξηιβιτ ϖερψ ποορ χοϖεραγε. Τηυσ, συβσεθυεντ
[14]
δισχυσσιονσ αρε φοχυσσεδ ον τηε αϖεραγινγ ρεσυλτσ. Φορ ; τηε χοϖεραγε ιmπροϖεσ στεαδιλψ το τηε
νοmιναλ 95% λεϖελ ασ τηε σαmπλε σιζε ρισεσ φορ βοτη ϕυmπ ανδ χοντινυουσ δεσιγνσ, φροm 99%
ατ ν = 50 το 98% ορ 95% ατ ν = 200. Φορ 2; ωε οβσερϖε σοmεωηατ λοωερ χοϖεραγεσ ιν τηε
χοντινυουσ δεσιγν, ωηιχη ιmπροϖε ασ τηε σαmπλε σιζε ινχρεασεσ ανδ λοοκ ρεασοναβλε φορ ν = 200.
Φιναλλψ, τηε ρεσυλτσ φορ  ανδ 1 αρε βεττερ τηαν τηοσε φορ 2.
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7 Εmπιριχαλ Αππλιχατιον: Α δψναmιχ τηρεσηολδ πανελ δατα mοδελ
οφ ινϖεστmεντ
Αν ιmπορταντ ρεσεαρχη θυεστιον ιν τηε ινϖεστmεντ λιτερατυρε ισ ωηετηερ χαπιταλ mαρκετ ιm−
περφεχτιον α¤εχτσ τηε ρmσ ινϖεστmεντ βεηαϖιορ. Φαραζζι ετ αλ. (1988) νδ τηατ ινϖεστmεντ
σπενδινγ βψ ρmσ ωιτη λοω διϖιδενδ παψmεντσ ισ στρονγλψ α¤εχτεδ βψ τηε αϖαιλαβιλιτψ οφ χαση
οωσ, ρατηερ τηαν ϕυστ βψ τηε αϖαιλαβιλιτψ οφ ποσιτιϖε νετ πρεσεντ ϖαλυε προϕεχτσ.
Ονε οφ τηε mαιν mετηοδολογιχαλ προβλεmσ φαχινγ τηε χονϖεντιοναλ ινϖεστmεντ λιτερατυρε
ισ τηατ τηε διστινχτιον βετωεεν χονστραινεδ ανδ υνχονστραινεδ ρmσ ισ ρουτινελψ βασεδ ον αν
αρβιτραρψ τηρεσηολδ οφ τηε mεασυρε υσεδ το σπλιτ τηε σαmπλε. Φυρτηερmορε, ρmσ αρε νοτ αλλοωεδ
το χηανγε γρουπσ οϖερ τιmε σινχε τηε σπλιτ−σαmπλε ισ ξεδ φορ τηε χοmπλετε σαmπλε περιοδ. Wε
αππλψ α τηρεσηολδ mοδελ οφ ινϖεστmεντ ιν δψναmιχ πανελσ το αδδρεσσ τηισ ιmπορταντ ισσυε. Μοστ
ποπυλαρ ινϖεστmεντ mοδελ τακεσ τηε φορm οφ α Τοβινσ Θ mοδελ ιν ωηιχη τηε εξπεχτατιον οφ
φυτυρε προταβιλιτψ ισ χαπτυρεδ βψ τηε φορωαρδ−λοοκινγ στοχκ mαρκετ ϖαλυατιον:
Ιιτ = 1ΧΦιτ + 2Θιτ + ∀ιτ; (18)
ωηερε Ιιτ ισ ινϖεστmεντ, ΧΦιτ χαση οωσ, Θιτ Τοβινσ Θ, ανδ ∀ιτ χονσιστσ οφ τηε ονε−ωαψ ερρορ
χοmπονεντσ, ∀ιτ = ι + ϖιτ.
14 Τηε χοε′χιεντ, 1 ρεπρεσεντσ τηε χαση οω σενσιτιϖιτψ οφ ινϖεστ−
mεντ. Ιφ ρmσ αρε νοτ νανχιαλλψ χονστραινεδ, εξτερναλ νανχε χαν βε ραισεδ το φυνδ φυτυρε
ινϖεστmεντσ ωιτηουτ τηε υσε οφ ιντερναλ νανχε. Ιν τηισ χασε, χαση οωσ αρε λεαστ ρελεϖαντ το
ινϖεστmεντ σπενδινγ ανδ 1 ισ εξπεχτεδ το βε χλοσε το ζερο. Ιν χοντραστ, ιφ ρmσ ωερε το φαχε
χερταιν νανχιαλ χονστραιντσ, 1 ωουλδ βε εξπεχτεδ το βε σιγνιχαντλψ ποσιτιϖε. Εξτενσιονσ οφ
τηισ Τοβινσ Θ mοδελ ινϖολϖε αδδιτιοναλ νανχινγ ϖαριαβλεσ συχη ασ λεϖεραγε το χοντρολ φορ τηε
ε¤εχτ οφ χαπιταλ στρυχτυρε ον ινϖεστmεντ (Λανγ ετ αλ., 1996) ασ ωελλ ασ λαγγεδ ινϖεστmεντ το
χαπτυρε τηε αχχελερατορ ε¤εχτ οφ ινϖεστmεντ ιν ωηιχη παστ ινϖεστmεντσ ηαϖε α ποσιτιϖε ε¤εχτ
13Μορε εξχεσσιϖε χοϖεραγε προβαβιλιτιεσ φορ  αρε ρεπορτεδ ιν Ηανσεν (2000) ανδ Χανερ ανδ Ηανσεν (2004),
σηοωινγ mορε τηαν 98% χοϖεραγε εϖεν φορ 90% νοmιναλ λεϖελ. Τηεψ αλσο ρεπορτεδ τηε λοωερ χοϖεραγεσ φορ 2.
14Wε ηαϖε αλσο εστιmατεδ τηε mοδελ ωιτη τηε τωο−ωαψ ερρορ χοmπονεντσ βψ ινχλυδινγ τηε τιmε δυmmιεσ. Τηε
ρεσυλτσ, αϖαιλαβλε υπον ρεθυεστ, αρε θυαλιτατιϖελψ σιmιλαρ.
[15]
ον φυτυρε ινϖεστmεντσ (Αιϖαζιαν ετ αλ., 2005). Τηερεφορε, ωε χονσιδερ τηε φολλοωινγ αυγmεντεδ
δψναmιχ ινϖεστmεντ mοδελ:
Ιιτ = Ιιτ 1 + 1ΧΦιτ + 2Θιτ + 3Λιτ + ∀ιτ; (19)
ωηερε Λιτ ρεπρεσεντσ λεϖεραγε.
Wε εmπλοψ τηε σαmε δατα σετ ασ υσεδ ιν Ηανσεν (1999) ανδ Γονζ〈λεζ ετ αλ. (2005). Τηισ
δατασετ ισ α βαλανχεδ πανελ οφ 565 ΥΣ ρmσ οϖερ τηε περιοδ 1973−1987. Ηενχε, τηισ στυδψ
αλλοωσ φορ χοmπαρισονσ ωιτη τηε εξιστινγ λιτερατυρε. Φολλοωινγ Γονζ〈λεζ ετ αλ. (2005), ωε
εξχλυδε ϖε χοmπανιεσ ωιτη εξτρεmε δατα, ανδ χονσιδερ α ναλ σαmπλε οφ 560 χοmπανιεσ ωιτη
7840 χοmπανψ−ψεαρ οβσερϖατιονσ. Το αϖοιδ τηε υσε οφ ποτεντιαλλψ περσιστεντ σεριεσ, ωε νορmαλιζε
ϖαριαβλεσ βψ τηε βοοκ ϖαλυε οφ ασσετσ. Ναmελψ, Ιιτ ισ mεασυρεδ βψ ινϖεστmεντ το τηε βοοκ ϖαλυε
οφ ασσετσ, ΧΦ ιτ βψ χαση οω το τηε βοοκ ϖαλυε οφ ασσετσ, Θιτ βψ τηε mαρκετ ϖαλυε το τηε βοοκ
ϖαλυε οφ ασσετσ, ανδ Λιτ βψ τηε λονγ−τερm δεβτ το τηε βοοκ ϖαλυε οφ ασσετσ.
Wε τηεν εξτενδ (19) ιντο τηε δψναmιχ πανελ δατα φραmεωορκ ωιτη τηρεσηολδ ε¤εχτσ:
Ιιτ = (1Ιιτ 1 + 11ΧΦιτ + 21Θιτ + 31Λιτ) 1 φθιτ  γ (20)
(2Ιιτ 1 + 12ΧΦιτ + 22Θιτ + 32Λιτ) 1 φθιτ > γ+ ι + ϖιτ;
ωηερε 1 φγ ισ αν ινδιχατορ φυνχτιον, θιτ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε ανδ  τηε τηρεσηολδ παραmε−
τερ. Wε εστιmατε (20) βψ τηε προποσεδ ΦD−ΓΜΜ, ωηιχη αλλοωσ φορ βοτη (χοντεmπορανεουσ)
ρεγρεσσορσ ανδ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε το βε ενδογενουσ. Ον τηε οτηερ ηανδ, εξιστινγ στυδιεσ
(ε.γ. Ηανσεν, 1999; Γονζ〈λεζ ετ αλ., 2005) εmπλοψσ τηε λαγγεδ ϖαλυεσ οφ ΧΦ , Θ ανδ Λ το αϖοιδ
τηε ποτεντιαλ προβλεm οφ ενδογενουσ ρεγρεσσορσ ανδ τρανσιτιον ϖαριαβλε, ωηιχη ισ α χοmmον
πραχτιχε ιν εmπιριχαλ χορπορατε νανχε, ε.γ. Dανγ ετ αλ. (2012).
Ταβλε 8 συmmαριζεσ τηε εστιmατιον ρεσυλτσ φορ τηε δψναmιχ τηρεσηολδ mοδελ οφ ινϖεστmεντ,
(20), ωιτη χαση οω, λεϖεραγε ανδ Τοβινσ Θ υσεδ ασ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε, ωηιχη αρε εξπεχτεδ
το προξψ τηε χερταιν δεγρεε οφ νανχιαλ χονστραιντσ. Τηισ χηοιχε οφ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε ισ
βροαδερ τηαν Ηανσεν (1999) ωηο χονσιδερσ ονλψ λεϖεραγε, ανδ Γονζ〈λεζ ετ αλ. (2005) ωηο
εmπλοψ λεϖεραγε ανδ Τοβινσ Θ. Τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατιον ρεσυλτσ αρε ρεπορτεδ ρεσπεχτιϖελψ ιν
τηε λοω ανδ τηε ηιγη ρεγιmεσ.
Wηεν χαση οω ισ υσεδ ασ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε, τηε ρεσυλτσ φορ (20) σηοω τηατ τηε τηρεσηολδ
εστιmατε ισ 0.36 συχη τηατ αβουτ 80% οφ οβσερϖατιονσ φαλλ ιντο τηε λοωερ χαση−οω ρεγιmε. Τηε
χοε′χιεντ ον λαγγεδ ινϖεστmεντ ισ σιγνιχαντλψ ηιγηερ φορ ρmσ ωιτη λοω χαση οωσ, συγγεστινγ
τηατ τηε αχχελερατορ ε¤εχτ οφ ινϖεστmεντ ισ στρονγερ φορ χαση−χονστραινεδ ρmσ. Τηε χοε′χιεντ
ον Τοβινσ Θ ρεϖεαλσ αν εξπεχτεδ νδινγ τηατ ρmσ ρεσπονδ το γροωτη οππορτυνιτιεσ mορε
θυιχκλψ ωηεν τηεψ αρε χαση−υνχονστραινεδ τηαν ωηεν τηεψ αρε χονστραινεδ. Νεξτ, ωε νδ τηε
[16]
mορε νεγατιϖε ιmπαχτσ οφ τηε λεϖεραγε ωηεν ρmσ αρε χαση−χονστραινεδ. Τηισ ισ χονσιστεντ ωιτη
ουρ εξπεχτατιονσ τηατ τηε λεϖεραγε σηουλδ ηαϖε α στρονγερ νεγατιϖε ιmπαχτ ον ινϖεστmεντ φορ
τηε χονστραινεδ ρmσ, ωηιχη ισ ιν λινε ωιτη τηε οϖερινϖεστmεντ ηψποτηεσισ αβουτ τηε ρολε οφ
λεϖεραγε ασ α δισχιπλινινγ δεϖιχε τηατ πρεϖεντσ ρmσ φροm οϖερ−ινϖεστινγ ιν νεγατιϖε νετ πρεσεντ
ϖαλυε προϕεχτσ (ε.γ. ϑενσεν, 1986). Φιναλλψ ανδ ιmπορταντλψ, τηε σενσιτιϖιτψ οφ ινϖεστmεντ το
χαση οω ισ σιγνιχαντλψ ηιγηερ φορ χαση−χονστραινεδ ρmσ τηαν φορ χαση−ριχη ρmσ. Φιρmσ
ωιτη λιmιτεδ χαση ρεσουρχεσ αρε λικελψ το φαχε σοmε φορmσ οφ νανχιαλ χονστραιντσ (Καπλαν ανδ
Ζινγαλεσ, 1997). Ηενχε, τηισ νδινγ συππορτσ εϖιδενχε φορ τηε ρολε οφ νανχιαλ χονστραιντσ ιν
τηε ινϖεστmεντ−χαση οω σενσιτιϖιτψ.
Wηεν τηε λεϖεραγε ισ υσεδ ασ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε, τηε τηρεσηολδ παραmετερ ισ εστιmατεδ
ατ 0.10, λοωερ τηαν τηε mεαν λεϖεραγε (0.24), ωιτη mορε τηαν 73% οφ οβσερϖατιονσ φαλλινγ ιντο
τηε ηιγη−λεϖεραγε ρεγιmε. Wε νδ τηατ παστ ινϖεστmεντ ηασ α mυχη ηιγηερ ποσιτιϖε ιmπαχτ ον
χυρρεντ ινϖεστmεντ φορ ηιγηλψ−λεϖερεδ ρmσ, συγγεστινγ τηατ ρmσ ωιτη ηιγη λεϖεραγε αττεmπτ
το ρεσπονδ το γροωτη οπτιονσ θυιχκλψ, ηενχε α ηιγηερ αχχελερατορ ε¤εχτ. Τηε ε¤εχτ οφ Τοβινσ
Θ ον ινϖεστmεντ ισ ηιγηερ φορ λοωλψ−λεϖερεδ ρmσ, ωηιχη προϖιδεσ α συππορτ φορ τηε αργυmεντ
τηατ βψ λοωερινγ τηε ρισκψ ∀δεβτ οϖερηανγ∀ το χοντρολ υνδερινϖεστmεντ ινχεντιϖεσ εξ αντε, ρmσ
αρε αβλε το τακε mορε γροωτη οππορτυνιτιεσ ανδ mακε mορε ινϖεστmεντσ εξ ποστ, τηουγη τηεσε
ιmπαχτσ αρε ρατηερ σmαλλ. Wε αλσο νδ τηε mορε νεγατιϖε ιmπαχτσ οφ τηε λεϖεραγε ωηεν ρmσ αρε
ηιγηλψ λεϖερεδ. Τηε χοε′χιεντ ον χαση οω ισ σιγνιχαντλψ ηιγηερ φορ ρmσ ιν τηε ηιγη−λεϖεραγε
ρεγιmε, α νδινγ χονσιστεντ ωιτη τηε πρεδιχτιον τηατ χαση οω σηουλδ βε mορε ρελεϖαντ ανδ
ηαϖε α στρονγερ ε¤εχτ ον τηε λεϖελ οφ ινϖεστmεντ φορ νανχιαλλψ χονστραινεδ ρmσ.15
Wηεν υσινγ Τοβινσ Θ ασ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε, τηε τηρεσηολδ ισ εστιmατεδ ατ 0.56 ωιτη
59% οφ οβσερϖατιονσ φαλλινγ ιντο τηε ηιγηερ γροωτη ρεγιmε. Wε νδ τηατ παστ ινϖεστmεντ ηασ
α σλιγητλψ στρονγερ ποσιτιϖε ε¤εχτ ον χυρρεντ ινϖεστmεντ φορ ρmσ ωιτη λοω Τοβινσ Θ, βυτ τηε
δι¤ερεντιαλ ιmπαχτσ αρε στατιστιχαλλψ ινσιγνιχαντ. Τηε χοε′χιεντ ον Τοβινσ Θ ιν τηε λοω ρεγιmε
ισ σιγνιχαντλψ ηιγηερ, ινδιχατινγ τηατ ρmσ ωιτη λοω γροωτη οπτιονσ ρεσπονδ mορε στρονγλψ το
χηανγεσ ιν τηειρ ινϖεστmεντ οππορτυνιτιεσ. Συρπρισινγλψ, ωε νδ α νεγατιϖε ρελατιονσηιπ βετωεεν
λεϖεραγε ανδ ινϖεστmεντ ονλψ ιν τηε λοωερ γροωτη ρεγιmε. Τηε σενσιτιϖιτψ οφ ινϖεστmεντ το χαση
οω ισ αλσο ρελατιϖελψ ηιγηερ φορ ηιγη−γροωτη ρmσ τηαν λοω−γροωτη ρmσ. Τηισ, τηερεφορε,
συππορτσ τηε ηψποτηεσισ τηατ χαση οω σηουλδ βε mορε ρελεϖαντ φορ ρmσ ωιτη ποτεντιαλλψ ηιγη
νανχιαλ χονστραιντσ.16
15Νοτιχε, ηοωεϖερ, τηατ τηε νον−δψναmιχ τηρεσηολδ mοδελ οφ ινϖεστmεντ δεϖελοπεδ βψ Ηανσεν (1999) φαιλσ το
νδ χονχλυσιϖε εϖιδενχε ιν φαϖορ οφ τηισ πρεδιχτιον.
16Wηεν χοmπαρινγ ουρ ρεσυλτσ ωιτη τηοσε ρεπορτεδ ιν Γονζ〈λεζ ετ αλ. (2005), ωηο αππλψ τηε στατιχ πανελ
σmοοτη τρανσιτιον ρεγρεσσιον mοδελ, ωε νδ τηατ τηειρ ρεσυλτσ αρε θυαλιτατιϖελψ σιmιλαρ το ουρσ ρεγαρδινγ τηε
ιmπαχτσ ον ινϖεστmεντ οφ βοτη Τοβινσ Θ ανδ λεϖεραγε. Ηοωεϖερ, τηεψ δοχυmεντ αν οπποσιτε εϖιδενχε τηατ τηε
[17]
Ιν ορδερ το χηεχκ τηε ϖαλιδιτψ οφ τηε ναλ σπεχιχατιονσ εmπλοψεδ αβοϖε, ωε αλσο ρεπορτ τηε
τεστ ρεσυλτσ φορ τηε νυλλ οφ νο τηρεσηολδ ε¤εχτσ ανδ τηε ϖαλιδιτψ οφ τηε οϖεριδεντιφψινγ mοmεντ
χονδιτιονσ ιν Ταβλε 8. Φιρστ, ωε νδ τηατ τηε βοοτστραπ π−ϖαλυεσ οφ τηε συπW τεστ αρε αλλ χλοσε το
ζερο, προϖιδινγ στρονγ εϖιδενχε ιν φαϖουρ οφ τηρεσηολδ ε¤εχτσ. Νεξτ, τηε ϑ−τεστ ρεσυλτσ ινδιχατε
τηατ τηε νυλλ οφ ϖαλιδ ινστρυmεντσ ισ νοτ ρεϕεχτεδ φορ τηε χασεσ ωιτη τηε λεϖεραγε ανδ τηε Τοβινσ
Θ υσεδ ασ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε, τηουγη ιτ ισ ρεϕεχτεδ ατ τηε 1% σιγνιχανχε λεϖελ φορ τηε χασε
ωιτη τηε χαση οω υσεδ ασ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε. Γιϖεν τηατ τηε νυmβερ οφ ινστρυmεντσ ρισεσ
θυαδρατιχαλλψ ωιτη Τ , τηισ εϖιδενχε ισ ρελατιϖελψ σατισφαχτορψ.17
Ταβλε 8 αβουτ ηερε
Ιν συm, ωηεν εξαmινινγ α δψναmιχ τηρεσηολδ πανελ δατα εστιmατιον οφ Τοβινσ Θ mοδελ
οφ ινϖεστmεντ βψ υσινγ τηε Τοβινσ Θ, λεϖεραγε ανδ χαση οω ασ α ποσσιβλε τρανσιτιον ϖαρι−
αβλε, ωε νδ τηατ τηε ρεσυλτσ ον τηε ρελατιονσηιπσ βετωεεν ινϖεστmεντ ανδ παστ ινϖεστmεντ,
ασ ωελλ ασ χαση οω, Τοβινσ Θ ανδ λεϖεραγε αρε γενεραλλψ χονσιστεντ ωιτη τηεορετιχαλ πρεδιχ−
τιονσ. Μορε ιmπορταντλψ, τηε χαση οω σενσιτιϖιτψ οφ ινϖεστmεντ ισ σιγνιχαντλψ στρονγερ φορ
χαση−χονστραινεδ, ηιγη−γροωτη ανδ ηιγη−λεϖεραγεδ ρmσ, α χονσιστεντ νδινγ ωιτη αν οριγιναλ
ηψποτηεσισ βψ Φαραζζι ετ αλ. (1988) τηατ τηε σενσιτιϖιτψ οφ ινϖεστmεντ το χαση οωσ ισ αν ινδιχα−
τορ οφ τηε δεγρεε οφ νανχιαλ χονστραιντσ φαχινγ τηε ρmσ. Μετηοδολογιχαλλψ, ουρ ρεσυλτσ χλεαρλψ
δεmονστρατε τηε υσεφυλνεσσ οφ τηε προποσεδ δψναmιχ πανελ δατα εστιmατιον ωιτη τηρεσηολδ εφ−
φεχτσ δεσπιτε τηε φαχτ τηατ τηε τρανσιτιον ϖαριαβλεσ υσεδ ιν τηε χυρρεντ στυδψ mαψ ηαϖε χαϖεατσ
σινχε τηεσε ϖαριαβλεσ αρε ιmπερφεχτ mεασυρεσ οφ νανχιαλ χονστραιντσ.18
8 Χονχλυσιον
Τηε ινϖεστιγατιον οφ νονλινεαρ ασψmmετριχ δψναmιχ mοδελλινγ ηασ ρεχεντλψ ασσυmεδ α προmι−
νεντ ρολε. Ινχρεασινγ αϖαιλαβιλιτψ οφ τηε λαργε ανδ χοmπλεξ πανελ δατα σετσ ηασ αλσο προmπτεδ
mορε ριγορουσ εχονοmετριχ αναλψσεσ οφ δψναmιχ ηετερογενεουσ πανελσ, εσπεχιαλλψ ωηεν τηε τιmε
χοε′χιεντ ον τηε (λαγγεδ) χαση οω ισ ποσιτιϖε βυτ χονσιδεραβλψ σmαλλερ φορ τηε ηιγηερ ρεγιmε.
17Το αϖοιδ τηε ποτεντιαλ ισσυε ρελατεδ το ωεακ ινστρυmεντ ορ οϖερττινγ, ωε σετ τηε mαξιmυm λαγ ορδερ οφ ψ
ανδ ξ το βε υσεδ ασ ινστρυmεντσ το 4 (ε.γ. Ροοδmαν, 2009).
18Καπλαν ανδ Ζινγαλεσ (1997) νδ τηατ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν χαση οωσ ανδ ινϖεστmεντ ισ νοτ mονοτονιχ
ωιτη νανχιαλ χονστραιντσ. Χονσεθυεντλψ, α λαργε βοδψ οφ τηε λιτερατυρε σεεκσ το αδδρεσσ τηε θυεστιον οφ ωηατ
mεασυρεσ χαν βε υσεδ το χλασσιφψ ρmσ ασ νανχιαλλψ χονστραινεδ ανδ υνχονστραινεδ. Σεϖεραλ χριτερια ηαϖε βεεν
συγγεστεδ, ινχλυδινγ σιζε, αγε, λεϖεραγε, νανχιαλ σλαχκ, διϖιδενδ παψουτ ανδ βονδ ρατινγ (ε.γ. Ηοϖικιmιαν ανδ
Τιτmαν, 2006). Αν αλτερνατιϖε αππροαχη ωουλδ βε το υσε ινδιχεσ χοmπυτεδ το χοντρολ φορ νανχιαλ χονστραιντσ,
ε.γ. Wηιτεδ ανδ Wυ (2006).
[18]
περιοδ ισ σηορτ. Ιν τηισ παπερ ωε ηαϖε εξπλιχιτλψ αδδρεσσεδ τηισ χηαλλενγινγ ισσυε βψ δεϖελοπινγ
τηε δψναmιχ τηρεσηολδ πανελ δατα mοδελ, ωηιχη αλλοωσ βοτη ρεγρεσσορσ ανδ τηρεσηολδ ε¤εχτ το
βε ενδογενουσ. Wε ηαϖε προποσεδ τηε ΦD−ΓΜΜ εστιmατιον ον τηε βασισ οφ ΦD τρανσφορmα−
τιον φορ ρεmοϖινγ υνοβσερϖεδ ινδιϖιδυαλ ε¤εχτσ, ανδ δεριϖεδ ιτσ ασψmπτοτιχ προπερτιεσ τηρουγη
εmπλοψινγ τηε διmινισηινγ τηρεσηολδ ε¤εχτ ασψmπτοτιχσ ανδ τηε εmπιριχαλ προχεσσ τηεορψ. Ιν
τηε σπεχιαλ χασε ωηερε τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε ισ στριχτλψ εξογενουσ, ωε ηαϖε αλσο προποσεδ mορε
ε′χιεντ ΦD−2ΣΛΣ εστιmατιον.
Wε νοτε σεϖεραλ αϖενυεσ φορ φυρτηερ ρεσεαρχηεσ. Φιρστ, ιτ ισ υνχερταιν ιφ τηε ΦD−ΓΜΜ ισ
mοστ ε′χιεντ ιν τηε πρεσενχε οφ αν ενδογενουσ τηρεσηολδ ϖαριαβλε, εσπεχιαλλψ ωιτη ρεσπεχτ
το αλτερνατιϖε ινιτιαλ χονδιτιονσ ανδ ποτεντιαλλψ mανψ ωεακ ινστρυmεντσ. Σιmυλτανεουσλψ, αν
εξτενσιον το τηε λαργε ν; λαργε Τ χασε ωουλδ mακε αν ιντερεστινγ φυτυρε ρεσεαρχη τοπιχ. Νεξτ,
γιϖεν τηατ εστιmατιον χαν βε σιγνιχαντλψ α¤εχτεδ βψ τηε πρεσενχε οφ χροσσ−σεχτιοναλλψ χορρελατεδ
ερρορσ (ε.γ., Πεσαραν, 2006; Βαι, 2009), ιτ ωουλδ βε δεσιραβλε το εξπλιχιτλψ χοντρολ φορ τηε
χροσσ−σεχτιον δεπενδενχε ιν τηε δψναmιχ τηρεσηολδ πανελσ. Φυρτηερmορε, ρεσεαρχηεσ το δεϖελοπ
σιmιλαρ εστιmατιον αλγοριτηmσ φορ mοδελσ ωιτη mυλτιϖαριατε χοϖαριατεσ, ωιτη mυλτιπλε τηρεσηολδ
ϖαριαβλεσ ανδ ρεγιmεσ, ανδ ωιτη αλτερνατιϖε νονλινεαρ mεχηανισmσ ωιλλ βε υνδερ ωαψ.
[19]
Α Αππενδιξ: τηε ΦD−2ΣΛΣ Εστιmατορ
Τηισ Αππενδιξ χονσιδερσ τηε σπεχιαλ χασε ωηερε τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε, θιτ ιν (3) ; αρε εξογενουσ
ανδ τηε χονδιτιοναλ mοmεντ ρεστριχτιον (6) ηολδσ. Τηατ ισ, ζιτ ινχλυδεσ θιτ ανδ θι;τ 1. Ιν τηισ
χασε, τηε τηρεσηολδ εστιmατε, β χαν αχηιεϖε τηε ε′χιεντ ρατε οφ χονϖεργενχε, ασ οβταινεδ ιν
τηε χλασσιχαλ ρεγρεσσιον mοδελ (ε.γ. Ηανσεν, 2000), ανδ τηε σλοπε εστιmατε, β χαν αχηιεϖε τηε
σεmι−παραmετριχ ε′χιενχψ βουνδ (Χηαmβερλαιν, 1987) υνδερ χονδιτιοναλ ηοmοσκεδαστιχιτψ ασ
ιφ τηε τρυε τηρεσηολδ ϖαλυε, 0; ισ κνοων. Τηισ στρονγ ρεσυλτ χαν βε οβταινεδ σινχε τηε τωο σετσ
οφ εστιmατορσ αρε σηοων το βε ασψmπτοτιχαλλψ ινδεπενδεντ.
Α.1 Εστιmατιον
Wε χονσιδερ τωο χασεσ φορ τηε ρεδυχεδ φορm ρεγρεσσιον  τηε ρεγρεσσιον οφ ενδογενουσ ρεγρεσσορσ
ον τηε ινστρυmενταλ ϖαριαβλεσ. Τηε ρστ τψπε ισ α γενεραλ νον−λινεαρ ρεγρεσσιον ωηερε υνκνοων
παραmετερσ χαν βε εστιmατεδ βψ τηε στανδαρδ
π
ν ρατε, ανδ τηε σεχονδ τψπε ισ τηε τηρεσηολδ
ρεγρεσσιον ωιτη α χοmmον τηρεσηολδ.
Τηε σεχονδ χασε ωασ αλσο χονσιδερεδ βψ Χανερ ανδ Ηανσεν (2004), αλβειτ ιν τηε χροσσ−
σεχτιοναλ ρεγρεσσιον. Τηειρ αππροαχη χονσιστσ οφ τηρεε στεπσ; τηε ρστ τωο στεπσ ψιελδ αν εσ−
τιmατε οφ τηε τηρεσηολδ ϖαλυε ανδ τηε τηιρδ στεπ περφορmσ τηε στανδαρδ ΓΜΜ φορ τηε λινεαρ
ρεγρεσσιον ωιτηιν εαχη συβσαmπλε διϖιδεδ βψ τηε εστιmατεδ τηρεσηολδ. Ηοωεϖερ, τηισ σπλιτ−
σαmπλε ΓΜΜ αππροαχη δοεσ νοτ ωορκ ωιτη τηε πανελ δατα ωιτη α τιmε ϖαρψινγ τηρεσηολδ
ϖαριαβλε, θιτ, βεχαυσε ιτ γενερατεσ mυλτιπλε ρεγιmεσ ωιτη χροσσ−ρεγιmε ρεστριχτιονσ. Ιmπορταντλψ,
ωε δεmονστρατε βελοω τηατ τηε ρστ στεπ εστιmατιον ερρορ α¤εχτσ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον
οφ τηε τηρεσηολδ εστιmατε ιν τηε σεχονδ στεπ. Ιν τηισ χοντεξτ, ωε ωιλλ δεϖελοπ νεω χονσιστεντ
εστιmατιον αλγοριτηm φορ τηε τηρεσηολδ εστιmατε.
Α.1.1 Νονλινεαρ Ρεγρεσσιον ιν Ρεδυχεδ Φορm
Wε χονσιδερ γενεραλ νον−λινεαρ ρεγρεσσιονσ φορ τηε ρεδυχεδ φορm ανδ προϖιδε τηε ασψmπτοτιχ
ϖαριανχε φορmυλα τηατ χορρεχτσ τηε εστιmατιον ερρορ στεmmινγ φροm τηε ρεδυχεδ φορm ρεγρεσσιον.
Τηισ ισ πραχτιχαλλψ ρελεϖαντ σινχε τηε λινεαρ προϕεχτιον ιν τηε ρεδυχεδ φορm ινϖαλιδατεσ τηε
χονσιστενχψ οφ β ωηεν τηε στρυχτυραλ φορm ισ τηε τηρεσηολδ ρεγρεσσιον, ε.γ. Ψυ (2013).
Υνδερ τηε χονδιτιοναλ mοmεντ χονδιτιον ιν (6) ανδ τηε εξογενειτψ οφ θ, τηε ρστ−δι¤ερενχεδ
mοδελ ιν (3) ιmπλιεσ τηε φολλοωινγ ρεγρεσσιον οφ ψιτ ον ζιτ:
Ε (ψιτϕζιτ) = 0Ε (ξιτϕζιτ) + 0Ε
 
Ξ 0ιτϕζιτ

1ιτ () : (21)
[20]
Ασσυmε φορ εαχη τ τηατ τηε ρεδυχεδ φορm ρεγρεσσιονσ αρε γιϖεν βψ
Ε
 
1; ξ0ιτ
1; ξ0ιτ 1
ϕζιτ
!
=
 
1; Φ 01τ (ζιτ; β1τ)
1; Φ 02τ (ζιτ; β2τ)
!
= Φτ (ζιτ; βτ)
2(1+κ1)
; (22)
ωηερε βτ = (β
0
1τ; β
0
2τ)
0 ισ αν υνκνοων παραmετερ ϖεχτορ ανδ Φτ ισ α κνοων φυνχτιον. Αλσο λετ
Ητ (ζιτ; βτ) = Ε (ξιτϕζιτ) = Φ1τ (ζιτ; βτ)  Φ2τ (ζιτ; βτ) :
Α φεω ρεmαρκσ αρε ιν ορδερ; (ι) σινχε αλλ τηε ελεmεντσ οφ ξιτ ορ ξιτ 1 αρε νοτ ενδογενουσ, σοmε
ελεmεντσ οφ Φτ ωουλδ βε φυλλψ κνοων; (ιι) ωε νεεδ το ρυν τωο ρεγρεσσιονσ φορ ξιτ; Ε (ξιτϕζιτ) ανδ
Ε (ξιτϕζιτ+1), ασ τηε ινστρυmεντσ ζιτ αρε δι¤ερεντ φορ εαχη τ. Τηισ ισ δυε το τηε ΦD τρανσφορmατιον
ανδ τηε φαχτ τηατ ζιτ ϖαριεσ οϖερ τιmε; ανδ (ιιι) ιτ ισ νοτ συ′χιεντ το χονσιδερ τηε ρεγρεσσιον
Ε (ξιτϕζιτ) ονλψ, δυε το τηε λαστ τερm ιν τηε στρυχτυραλ φορm (21).
Τηε ρεπρεσεντατιον ιν (21) ανδ (22) mοτιϖατεσ τηε φολλοωινγ τωο−στεπ εστιmατιον προχεδυρε:
1. Φορ εαχη τ, εστιmατε τηε ρεδυχεδ φορm, (22) βψ τηε λεαστ σθυαρεσ, ανδ οβταιν τηε παραmετερ
εστιmατεσ, ββτ; τ = τ0; :::; Τ; ανδ τηε ττεδ ϖαλυεσ, βΦιτ = Φτ ζιτ;ββτ ανδ βΗιτ = Ητ ζιτ;ββτ.
2. Εστιmατε  βψ
mιν
2
βΜν () = 1
ν
νΞ
ι=1
ΤΞ
τ=τ0
ειτ

;ββτ2 ; (23)
ωηερε
ειτ (; βτ) = ψιτ   0Ητ (ζιτ; βτ)  0Φτ (ζιτ; βτ)0 1ιτ () :
Τηισ στεπ χαν βε δονε βψ τηε γριδ σεαρχη ασ τηε mοδελ ισ λινεαρ ιν  ανδ  φορ α ξεδ .
Τηυσ, β () ανδ β () χαν βε οβταινεδ φροm τηε ποολεδ ΟΛΣ οφ ψιτ ον βΗιτ ανδ βΦ 0ιτ1ιτ (),
ωηιχη αρε χονστρυχτεδ ιν στεπ 1. Φιναλλψ, β ισ δενεδ ασ τηε mινιmυm οφ τηε mινιmιζερσ
οφ τηε προλεδ συm οφ σθυαρεδ ερρορσ, βΜν () :
Τηισ προδυχεσ α ρατε−οπτιmαλ εστιmατορ φορ , ιmπλψινγ τηατ  ανδ  χαν βε εστιmατεδ ασ
ιφ 0 ωερε κνοων. Ιν τηε σπεχιαλ χασε ωιτη Τ = τ0, ωε ενδ υπ εστιmατινγ α λινεαρ ρεγρεσσιον
mοδελ ωιτη α χονδιτιοναλ mοmεντ ρεστριχτιον. Τηισ τωο−στεπ εστιmατιον ψιελδσ τηε οπτιmαλ
εστιmατε φορ  ανδ  ιφ τηε mοδελ ισ χονδιτιοναλλψ ηοmοσκεδαστιστιχ, ι.ε., Ε
 
∀2ιτϕζιτ

= 2, σεε
Χηαmβερλαιν (1987). Wηιλε ιτ ρεθυιρεσ το εστιmατε τηε χονδιτιοναλ ηετεροσκεδαστιχιτψ το φυλλψ
εξπλοιτ τηε ιmπλιχατιονσ οφ τηε χονδιτιοναλ mοmεντ ρεστριχτιον, (6), ιν πραχτιχε, ιτ ισ ρεασοναβλε
το εmπλοψ τηε τωο−στεπ εστιmατορ ανδ ροβυστιφψ τηε στανδαρδ ερρορσ φορ ηετεροσκεδαστιχιτψ. Wε
ωιλλ προϖιδε α ηετεροσκεδαστιχιτψ−ροβυστ στανδαρδ ερρορσ φορ β ανδ β. Νοτε τηατ τηεσε στανδαρδ
ερρορσ αρε αλσο χορρεχτεδ φορ τηε εστιmατιον ερρορ στεmmινγ φροm τηε ρστ στεπ εστιmατιον οφ β:
[21]
Α.1.2 Τηρεσηολδ Ρεγρεσσιον ιν Ρεδυχεδ Φορm
Χονσιδερ τηε φολλοωινγ (ρεδυχεδ) τηρεσηολδ ρεγρεσσιον:
ξιτ =  1τζιτ1 φθιτ  γ+  2τζιτ1 φθιτ > γ+ ιτ;
Ε (ιτϕζιτ) = 0; (24)
ωηερε ζιτ =
 
1; ξ0ιτ 1
0
, ανδ  1τ ανδ  2τ αρε υνκνοων παραmετερσ. Τηισ ρεσυλτσ ιν τηε φολλοωινγ
στρυχτυραλ τηρεσηολδ ρεγρεσσιον:
ψιτ = 
0
1τζιτ1 φθιτ  γ+ 02τζιτ1 φθιτ > γ   03τζιτ1 φθιτ 1  γ   04τζιτ1 φθιτ 1 > γ+ ειτ;
(25)
Ε (ειτϕζιτ) = 0;
ωηερε 01τ =
 
0; 0 1τ

, 02τ =
 
1; 
0
22 2τ

, 03τζιτ = 
0ξιτ 1, 
0
4τζιτ =  1 + 022ξιτ 1 ανδ
ειτ = ∀ιτ + 
0
ιτ ( + 1 φθιτ > γ 2).19 Σινχε τηε εστιmατεσ οφ  ανδ  αρε ασψmπτοτιχαλλψ
ινδεπενδεντ οφ εαχη οτηερ, ωε δο νοτ νεεδ το ιmποσε ανψ ρεστριχτιονσ ον  το εστιmατε .
Τηυσ, ωε εστιmατε τηε mοδελ ασ φολλοωσ:
1. Εστιmατε  βψ τηε ποολεδ λεαστ σθυαρε οφ (25), ωηιχη χαν βε δονε βψ τηε γριδ σεαρχη,20
ανδ δενοτε τηε εστιmατε βψ ε:
2. Φορ εαχη τ, ξ  ατ ε ανδ εστιmατε  ϕτ, ϕ = 1; 2; ιν (24) βψ ΟΛΣ.
3. Εστιmατε  ανδ  ιν (21) βψ ΟΛΣ ωιτη  ανδ τηε ρεδυχεδ φορm παραmετερσ ξεδ ατ τηε
εστιmατεσ οβταινεδ φροm τηε πρεχεδινγ στεπσ. Dενοτε τηεσε εστιmατεσ βψ ε ανδ ε.
Ρεmαρκ 4 Ουρ αππροαχη ισ χρυχιαλλψ δι¤ερεντ φροm τηατ οφ Χανερ ανδ Ηανσεν (2004), ωηο
εστιmατε τηε τηρεσηολδ παραmετερ σεπαρατελψ ιν τηε ρεδυχεδ ανδ τηε στρυχτυραλ φορm. Συχη αν
αππροαχη ιντροδυχεσ δεπενδενχψ βετωεεν σεπαρατε τηρεσηολδ εστιmατεσ, ωηιχη ϖιολατεσ τηε ϖαλιδ−
ιτψ οφ τηειρ ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ.21 Ιντυιτιϖελψ, τηε εστιmατιον ερρορ ιν τηε ρστ στεπ ωιλλ α¤εχτ
τηε σεχονδ στεπ εστιmατιον οφ  σινχε τηε τρυε τηρεσηολδ ισ ρεστριχτεδ το βε τηε σαmε ιν βοτη ρε−
δυχεδ ανδ στρυχτυραλ φορmσ. Ον τηε οτηερ ηανδ, ουρ ΦD−2ΣΛΣ εστιmατορ ισ δεσιγνεδ το ρεmοϖε
ασψmπτοτιχ χορρελατιον βετωεεν τηε τηρεσηολδ εστιmατορ ανδ τηε ρστ στεπ εστιmατορ.
19Σεε φοοτνοτε 5 φορ τηε δενιτιον οφ παραmετερσ.
20Τηατ ισ, ξ  ανδ οβταιν ειτ () ανδ εϕτ (), ϕ = 1; :::; 4 βψ τηε ΟΛΣ φορ εαχη τ. Τηεν, ε ισ τηε mινιmιζερ οφ
τηε προλεδ συm οφ σθυαρεδ ερρορσ,
Π
ι;τ ε2ιτ () ανδ εϕτ = εϕτ (ε) ; ϕ = 1; :::; 4:
21Λεmmα 1 ιν Χανερ ανδ Ηανσεν (2004) ρεθυιρεσ mορε ρεστριχτιονσ. Σπεχιχαλλψ, τηειρ (Α.7) ισ τρυε ονλψ ωηεν
τηε τηρεσηολδ εστιmατε ισ ν−χονσιστεντ, ωηιχη χαννοτ βε οβταινεδ υνδερ τηε mαινταινεδ διmινισηινγ τηρεσηολδ
παραmετερ σετυπ. Αχχορδινγλψ, τηε ηιγη−λεϖελ ασσυmπτιον (17) ιν τηειρ Ασσυmπτιον 2 ισ νο λονγερ σατισεδ.
[22]
Ρεmαρκ 5 Wε χονσιδερ τηε χοmmον τηρεσηολδ χασε mαινλψ βεχαυσε ωε ηιγηλιγητ αν ιmπορταντ
mισσπεχιχατιον ισσυε ιν Χανερ ανδ Ηανσεν (2004) τηατ τηε ρστ εστιmατιον οφ τηε τηρεσηολδ
α¤εχτ τηε σεχονδ στεπ εστιmατιον, ωηιχη ωασ νοτ ρεχογνιζεδ προπερλψ ιν τηε λιτερατυρε. Βυτ, ιτ
ωουλδ βε mορε γενεραλ το αλλοω δι¤ερεντ τηρεσηολδσ ιν τηε στρυχτυραλ ανδ ρεδυχεδ−φορm εθυατιονσ.
Ιν πρινχιπλε, ωε mαψ χονσιδερ τηε mυλτιπλε σχεναριοσ: τηε στρυχτυραλ ρεγρεσσιον φολλοωσ τηε
τηρεσηολδ ρεγρεσσιον ανδ τηε ρεδυχεδ φορm ρεγρεσσιον ισ σψmmετριχ ανδ βοτη στρυχτυραλ ανδ
ρεδυχεδ ρεγρεσσιονσ φολλοω τηε τηρεσηολδ ρεγρεσσιον ωιτη τηε σαmε τηρεσηολδ παραmετερ ανδ ωιτη
δι¤ερεντ τηρεσηολδ παραmετερσ. Συχη αν εξτενσιον ωιλλ βε αβλε το δεϖελοπ τηε φραmεωορκ οφ
mυλτιπλε τηρεσηολδσ ωιτη mυλτιπλε τηρεσηολδ ϖαριαβλεσ. Ρεχεντλψ, ιν τηε σινγλε ρεγρεσσιον χοντεξτ,
Χηεν ετ αλ. (2012) δεϖελοπσ α τηρεσηολδ αυτορεγρεσσιϖε mοδελ ωηιχη χονταινσ τωο τηρεσηολδ
ϖαριαβλεσ. Ηοωεϖερ, δυε το τηε mορε χοmπλιχατεδ σπεχιχατιον ισσυεσ ασσοχιατεδ ωιτη δψναmιχ
ηετερογενεουσ πανελ στρυχτυρε, ωε λεαϖε τηισ ιmπορταντ ισσυε φορ φυτυρε στυδιεσ, σεε αλσο Χηονγ
ανδ Ψαν (2015) φορ τηε νυmβερ οφ ρελατεδ τεχηνιχαλ ισσυεσ.
Α.2 Ασψmπτοτιχ Dιστριβυτιον
Τηισ σεχτιον πρεσεντσ τηε ασψmπτοτιχ τηεορψ φορ τηε ΦD−2ΣΛΣ ονλψ υνδερ τηε διmινισηινγ τηρεση−
ολδ φραmεωορκ (Ηανσεν, 2000). Ιτ ισ ωορτηωηιλε το νοτε τηατ τηε τρανσφορmεδ mοδελ, (3) χονσιστσ
οφ 4 ρεγιmεσ, ωηιχη αρε γενερατεδ βψ τωο τηρεσηολδ ϖαριαβλεσ, θιτ ανδ θιτ 1, ωηιλε τηε τηρεση−
ολδ παραmετερ ισ ρεστριχτεδ το βε τηε σαmε. Τηισ χηανγε ιν τηε mοδελ χηαραχτεριστιχ φροm τηε
οριγιναλ 2−ρεγιmε τηρεσηολδ mοδελ χοmπλιχατεσ τηε εστιmατιον ανδ στατιστιχαλ ινφερενχε.
Σινχε σοmε ελεmεντσ οφ ξιτ mαψ βελονγ το ζιτ; ιν ωηιχη χασε τηε ρεδυχεδ φορm ισ ιδεντιτψ, ανδ
σοmε ελεmεντσ οφ Ε (ξιτϕζιτ) mαψ βε ιδεντιχαλ το Ε (ξιτϕζιτ+1) φορ σοmε τ, ωε χολλεχτ αλλ διστινχτ
ρεδυχεδ φορm ρεγρεσσιον φυνχτιονσ, Φτ, τ = τ0; :::; Τ; τηατ αρε νοτ ιδεντιτιεσ, ανδ δενοτε ιτ ασ
Φ (ζι; β) ; ωηερε ζι ανδ β αρε τηε χολλεχτιονσ οφ αλλ διστινχτ ελεmεντσ οφ ζιτ ανδ βτ, τ = τ0; :::; Τ .
Wε δενοτε τηε χολλεχτιον οφ τηε χορρεσπονδινγ ελεmεντσ οφ ξιτσ βψ ξι, ανδ ωριτε τηε ρεδυχεδ
φορm ασ τηε mυλτιϖαριατε χροσσ σεχτιον ρεγρεσσιον ασ φολλοωσ:
ξι = Φ (ζι; β) + ι ωιτη Ε (ιϕζι) = 0: (26)
Λετ ββ δενοτε τηε λεαστ σθυαρεσ εστιmατε, ανδ δενε Φι (β) = Φ (ζι; β), Φι = Φ (ζι; β0) ανδβΦι = Φ ζι;ββ, ωηερε β0 ινδιχατεσ τηε τρυε ϖαλυε οφ β.
Α.2.1 Νονλινεαρ Ρεγρεσσιον ιν Ρεδυχεδ Φορm
Wε ρστ χονσιδερ τηε χασε ιν ωηιχη τηε ρεδυχεδ φορm ισ τηε ρεγυλαρ νονλινεαρ ρεγρεσσιον ανδ
τηε ρεδυχεδ φορm παραmετερ εστιmατε, ββ ισ ασψmπτοτιχαλλψ νορmαλ.
[23]
Ασσυmπτιον 4 Τηε εστιmατορ ββ ισ χονσιστεντ. Φ ισ τωιχε χοντινυουσλψ δι¤ερεντιαβλε ιν β ιν α
νειγηβορηοοδ οφ β0 αλmοστ συρελψ ανδ ιτσ ρστ δεριϖατιϖε mατριξ ατ β0, α κβ  2κ1 (Τ   τ0 + 1)
mατριξ−ϖαλυεδ φυνχτιον, ισ δενοτεδ ασ Φι = Φ (ζι). Ε ϕΦιϕ4 ανδ Ε ϕιϕ4 αρε νιτε, ωηερε ϕΑϕ
δενοτεσ τηε Ευχλιδεαν νορm ιφ Α ισ α ϖεχτορ ανδ τηε ϖεχτορ−ινδυχεδ νορm ιφ Α ισ α mατριξ.
Ασσυmπτιον 4 (ωηιχη εξχλυδεσ τηε τηρεσηολδ ρεγρεσσιον) ιmπλιεσ τηατ
π
ν
ββ  β0 =  ΕΦιΦ0ι 1 1πν
νΞ
ι=1
Φιι + οπ (1) ;
ωηερε ι ισ γιϖεν ιν (26) : Ηερε ωε ιλλυστρατε ηοω τηε εστιmατιον ερρορ ιν τηε ρστ στεπ α¤εχτσ τηε
ασψmπτοτιχ διστριβυτιον οφ τηε εστιmατορ οφ ,  ανδ  ιν τηε σεχονδ στεπ. Ρεχαλλ τηε φυνχτιονσ
ιντροδυχεδ ιν Σεχτιον Α.1.1 ανδ λετ
ιτ (; βτ)
(2κ1+1)1
=
∀
Ηιτ (βτ)
Φιτ (βτ)
0
1ιτ ()
#
φορ εαχη τ; ι (; β)
(2κ1+1)(Τ τ0+1)
= (ιτ0 (; βτ0) ; :::;ιΤ (; βΤ )) .
(27)
Λετ ει βε τηε ϖεχτορ σταχκινγ

∀ιτ + 
0
0 (ξιτ   Ε (ξιτϕζιτ))
	Τ
τ=τ0
: Τηεν, δενε
Μ1 ()
(2κ1+1)(2κ1+1)
= Ε

ι () ι ()
0 ; ανδ ς1 ()
(2κ1+1)(2κ1+1)
= Α () 
 (; )Α ()0 ;
ωηερε

 (1; 2)
((2κ1+1)+κβ)((2κ1+1)+κβ)
= Ε
∀ 
ι (1) ει;
Φιι
! 
ε0ι
0
ι (2) ; 
0
ιΦ
0
ι
#
;
Α ()
(2κ1+1)((2κ1+1)+κβ)
=
 
Ι(2κ1+1);  Ε
∀
≅
≅β0
ΤΞ
τ=τ0
 
Η 0ιτ0

ιτ ()
#  
ΕΦιΦ
0
ι
 1!
:
Φορ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον οφ β; ωε ιντροδυχε:
Μ2 () =
ΤΞ
τ=τ0
η
Ετ
η  
1; Φ 01;ιτ

0
2 ϕι πτ () + Ετ 1 η  1; Φ 02;ιτ 02 ϕι πτ 1 ()ι ;
ς2 () =
ΤΞ
τ=τ0

Ετ
η 
ειτ
 
1; Φ 01;ιτ

0
2 ϕι πτ () + Ετ 1 η ειτ  1; Φ 02;ιτ 02 ϕι πτ 1 ()
+ 2
Τ 1Ξ
τ=τ0
Ετ

ειτειτ+1
 
1; Φ 01;ιτ

0
 
1; Φ 02;ιτ+1

0ϕ

πτ () :
Ασ βεφορε, ωε ωριτε ςϕ = ςϕ (0) ανδ Μϕ =Μϕ (0) φορ ϕ = 1; 2.
Wε φυρτηερ ασσυmε:
[24]
Ασσυmπτιον 5 Τηε τρυε ϖαλυε οφ  ισ ξεδ ατ 0 ωηιλε τηατ οφ  δεπενδσ ον ν συχη τηατ
ν = 0ν
  φορ σοmε 0 <  < 1=2 ανδ 0 6= 0.
Τηισ σmαλλ  ασσυmπτιον ισ το γετ α τραχταβλε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον. Ιφ  = 0, τηε
ασψmπτοτιχ διστριβυτιον φορ β ισ δι¤ερεντ φροm τηε ονε οβταινεδ ηερε, τηουγη τηε χονϖεργενχε
ρατε ρεσυλτ ιν τηε προοφ οφ Τηεορεm 3 ρεmαινσ ϖαλιδ εϖεν ιφ  = 0: Ον τηε οτηερ ηανδ, ιφ   1=2;
τηε χηανγε ισ τοο σmαλλ το ιδεντιφψ τηε υνκνοων τηρεσηολδ, 0:
Ασσυmπτιον 6 (ι) Τηε τηρεσηολδ ϖαριαβλε, θιτ ηασ α χοντινυουσ ανδ βουνδεδ δενσιτψ, πτ, συχη
τηατ πτ (0) > 0 φορ αλλ τ = 1; :::; Τ ; (ιι) Ετ (ωιτϕ) ισ χοντινυουσ ατ 0 φορ αλλ τ, ανδ νον−ζερο
φορ σοmε τ, ωηερε ωιτ ισ ειτηερ

ειτ

1; Φ 01;ιτ

0 + ειτ+1

1; Φ 02;ιτ+1

0
2
,

1; Φ 01;ιτ

0
2
, ορ
1; Φ 02;ιτ

0
2
; (ιιι) Ε ϖεχ (ι (; β)) ϖεχ (ι (; β))
0 ισ χοντινυουσλψ δι¤ερεντιαβλε ιν β φορ αλλ 
ιν α νειγηβορηοοδ οφ 0.
Ασσυmπτιον 7 Φορ σοmε  > 0 ανδ  > 0, Ε

συπτΤ;ϕβ β0ϕ< ϕειτΦτ (ζιτ; βτ)ϕ2+

<1. Φορ αλλ
 > 0; Ε

συπτΤ;ϕβ β0ϕ< ϕειτ (Φτ (ζιτ; βτ)  Φτ (ζιτ))ϕ2+

= Ο
 
2+

.
Ασσυmπτιον 8 Τηε mινιmυm ειγενϖαλυε οφ τηε mατριξ, Ειτ () 
0
ιτ () ισ βουνδεδ βελοω βψ
α ποσιτιϖε ϖαλυε φορ αλλ  2   ανδ τ = 1; :::; Τ .
Τηε ασψmπτοτιχ χονδενχε ιντερϖαλσ χαν βε χονστρυχτεδ βψ ινϖερτινγ α τεστ στατιστιχ. Ιν παρ−
τιχυλαρ, Ηανσεν (2000) αδϖοχατεσ τηε ΛΡ ινϖερσιον φορ τηε χονστρυχτιον οφ χονδενχε ιντερϖαλσ
φορ τηε τηρεσηολδ ϖαλυε, 0, φορ ωηιχη ωε δενε τηε ΛΡ στατιστιχ ασ
ΛΡν () = ν
βΜν ()  βΜν (β)βΜν (β) :
Wε πρεσεντ τηε mαιν ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ φορ τηε 2ΣΛΣ εστιmατορ ανδ τηε ΛΡ στατιστιχ βελοω.
Τηεορεm 3 Λετ Ασσυmπτιονσ 4−8 ηολδ. Τηεν,
π
ν
 β   0β   ν
!
δ ! Ν  0;Μ 11 ς1Μ 11  ; (28)
ανδ
ν1 2
Μ22
ς2
(β   0) δ ! αργmιν
ρ2Ρ
 ϕρϕ
2
 W (ρ)

; (29)
ωηερε W (ρ) δενοτεσ τηε στανδαρδ τωο−σιδεδ Βροωνιαν mοτιον ινδεπενδεντ οφ τηε νορmαλ ϖαρι−
ατε ιν (28). Φυρτηερmορε, φορ 2ε = Ε
 
ε2ιτ

,
Μ2
2
ε
ς2
ΛΡ (0)
δ ! ινφ
ρ2Ρ
(ϕρϕ   2W (ρ)) :
[25]
Τηεορεm 3 ψιελδσ τηε ασψmπτοτιχ ινδεπενδενχε βετωεεν β ανδ τηε οτηερ εστιmατεσ. Τηε
ρστ εστιmατιον ερρορ δοεσ νοτ α¤εχτ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον οφ β, τηουγη ιτ α¤εχτσ τηε
ασψmπτοτιχ ϖαριανχε οφ β ανδ β τηρουγη ς1. Ηοωεϖερ, εστιmατιον οφ τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχεσ
οφ β ανδ β ισ στανδαρδ, ι.ε. τηε σαmε ασ ιν τηε λινεαρ ρεγρεσσιον δυε το τηε αφορεmεντιονεδ
ασψmπτοτιχ ινδεπενδενχε.
Ρεχαλλ τηατ W (ρ) =W1 ( ρ) 1 φρ  0γ+W2 (ρ) 1 φρ  0γ, ωηερε W1 ανδ W2 αρε τωο ινδε−
πενδεντ Wιενερ προχεσσεσ. Τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον φορ β ιν (29) ισ σψmmετριχ αρουνδ ζερο
ωιτη διστριβυτιον φυνχτιον
1 +
π
ξ=2 εξπ ( ξ=8) + (3=2) εξπ (ξ)    3πξ=2  ((ξ+ 5) =2)  πξ=2 φορ ξ  0;
ωηερε  ισ τηε στανδαρδ νορmαλ διστριβυτιον φυνχτιον, σεε Βηατταχηαρψα ανδ Βροχκωελλ (1976).
Τηε υνκνοων νορmαλιζινγ φαχτορ, ν2ς  12 Μ
2
2 χαν βε χονσιστεντλψ εστιmατεδ βψ
βς  12 χΜ22 ; ωηερε
χΜ2 = ΤΞ
τ=τ0
1
νη
νΞ
ι=1

1; βΦ 01;ιτβ2Κ θιτ   βη

+

1; βΦ 02;ιτβ2Κ θιτ 1   βη

;
βς2 = ΤΞ
τ=τ0
1
νη
νΞ
ι=1
βειτ 1; βΦ 01;ιτβ2Κ θιτ   βη

+
βειτ 1; βΦ 02;ιτβ2Κ θιτ 1   βη

+ 2
Τ 1Ξ
τ=τ0
1
νη
νΞ
ι=1
βειτβειτ+1 1; βΦ 01;ιτβ 1; βΦ 02;ιτ+1βΚ θιτ   βη

:
Τηε νορmαλιζατιον φαχτορ, ς  12 Μ2
2
ε φορ τηε ΛΡ στατιστιχ χαν βε εστιmατεδ βψ
βς  12 χΜ2β2ε; ωηερεβ2ε = (ν (Τ   τ0 + 1)) 1Πνι=1ΠΤτ=τ0 βε2ιτ. Νοτιχε τηατ ιτ βεχοmεσ 1 υνδερ τηε χονδιτιοναλ ηο−
mοσκεδαστιχιτψ ανδ τηε mαρτινγαλε δι¤ερενχε σεθυενχε ασσυmπτιον φορ ειτ. Ηανσεν (2000)
προϖιδεσ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον φυνχτιον οφ τηε ΛΡν στατιστιχ, ωηιχη ισ
 
1  ε ξ=22.
Α.2.2 Τηρεσηολδ Ρεγρεσσιον ιν Ρεδυχεδ Φορm
Νοω, χονσιδερ τηε χασε ωηερε τηε ρεδυχεδ φορm ισ τηε τηρεσηολδ ρεγρεσσιον, (24), ωηιχη χαν
βε εστιmατεδ ϖια τηε τηρεε−στεπ προχεδυρε δεσχριβεδ ιν Σεχτιον Α.1.2. Ιτ τυρνσ ουτ τηατ τηε
ασψmπτοτιχ διστριβυτιονσ οφ β χαν βε πρεσεντεδ βψ α σλιγητ mοδιχατιον οφ Τηεορεm 3. Τηυσ,
ωε στατε ιτσ ασψmπτοτιχ διστριβυτιον ασ Χορολλαρψ. Ιντερεστινγλψ, τηε ωαψ ηοω τηε χοϖαριανχε
κερνελσ αρε χηαραχτεριζεδ ιν τηισ χασε ισ ιλλυmινατινγ. Ιφ ωε εστιmατεδ τηε χοmmον τηρεσηολδ
σεπαρατελψ βψ τηε τωο−στεπ αππροαχη ασ ιν Τηεορεm 3, τηεν τηε εστιmατιον ερρορ ιν τηε ρστ
στεπ ωουλδ α¤εχτ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον οφ τηε τηρεσηολδ εστιmατε ιν τηε σεχονδ στεπ.
Χορολλαρψ 4 Λετ ϕ =
 
0ϕτ0 ; :::; 
0
ϕΤ
0
; ϕ = 1; :::; 4, ανδ ασσυmε τηατ 1   2 = ν 1 φορ
σοmε νον−ζερο ϖεχτορ 1. Λετ Ασσυmπτιονσ, 5, 6 ανδ 8 ηολδ ωιτη Φ1;ιτ =  1τζιτ1 φθιτ  γ +
[26]
 2τζιτ1 φθιτ > γ, Φ2;ιτ = ξιτ 1;Ε ϕζιτϕ4 < 1 ανδ Εε4ιτ < 1. Τηεν, τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον
οφ β εστιmατεδ φροm (24) ισ τηε σαmε ασ ιν Τηεορεm 3.
Νοτιχε τηατ ιτ ωουλδ βε δεσιραβλε το ρελαξ χερταιν χονδιτιονσ ιν Χορολλαρψ 4 συχη ασ τηε
χοmmον τηρεσηολδ αχροσσ τηε ρεδυχεδ φορm ανδ τηε στρυχτυραλ φορm (σεε αλσο Ρεmαρκ 5) ορ τηε
σαmε  το χοντρολ τηε mαγνιτυδε οφ τηε τηρεσηολδ ε¤εχτ.
Α.3 Τεστινγ φορ Λινεαριτψ
Wε πρεσεντ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον οφ τηε συπW στατιστιχ δενεδ ιν (15), ωηιχη τεστσ τηε
ϖαλιδιτψ οφ τηε νυλλ ηψποτηεσισ οφ νο τηρεσηολδ ε¤εχτ (σεε (14)). Ιφ  ωερε εστιmατεδ βψ τηε ΦD−
2ΣΛΣ, ασ ισ ωελλ−κνοων ιν τηε λιτερατυρε, τηε λιmιτ ισ τηε συπρεmυm οφ τηε σθυαρε οφ α Γαυσσιαν
προχεσσ ωιτη υνκνοων χοϖαριανχε κερνελ, ψιελδινγ νον−πιϖοταλ ασψmπτοτιχ διστριβυτιον.
Τηεορεm 5 Συπποσε τηατ Ασσυmπτιονσ, 6(ι) ; 7, 8, ανδ 4 ηολδ. Τηεν, υνδερ τηε νυλλ (14) ;
συπW
δ ! συπ
2 
Β ()0Μ1 ()
 1Ρ0
η
ΡΜ1 ()
 1 ς1 ()Μ1 ()
 1Ρ0
ι 1
ΡΜ1 ()
 1Β () ;
ωηερε Β () ισ α mεαν−ζερο Γαυσσιαν προχεσσ ωιτη τηε χοϖαριανχε κερνελ, Α (1) 
 (1; 2)Α (2)
0.
Τηε π−ϖαλυεσ χαν βε σιmυλατεδ φολλοωινγ τηε σαmε βοοτστραπ στεπσ ασ ιν Σεχτιον 5.1. Wηεν
τηε ρεδυχεδ φορm ισ α τηρεσηολδ ρεγρεσσιον, ουρ τεστ χαν βε περφορmεδ mορε ε′χιεντλψ βασεδ ον
τηε mοδελ, (25). Ιν τηισ χασε βοτη ρεδυχεδ φορm ανδ στρυχτυραλ εθυατιονσ αρε λινεαρ υνδερ τηε
νυλλ:
Η00 : 1τ   2τ = 3τ   4τ = 0; φορ αλλ  2   ανδ τ = τ0; :::; Τ: (30)
Ασ δισχυσσεδ εαρλιερ, τηε mοδελ, (25) χαν βε εστιmατεδ βψ τηε ποολεδ ΟΛΣ φορ εαχη , ανδ
τηερεφορε, τηε χονστρυχτιον οφ συπW στατιστιχ ισ στανδαρδ (ε.γ. Ηανσεν, 1996).
Α.4 Αδδιτιοναλ Σιmυλατιον ον Ε′χιενχψ Χοmπαρισον
Το mακε αν ε′χιενχψ χοmπαρισον οφ β εστιmατεδ βψ ΦD−ΓΜΜ ανδ ΦD−2ΣΛΣ, ωε ηαϖε χον−
δυχτεδ αν αδδιτιοναλ σιmυλατιον. Τοο τηισ ενδ ωε mοδιφψ τηε DΓΠ ιν (16) ασ (DΓΠ 1):
ψιτ = (0:7  0:5ψιτ 1) 1 φθιτ  0γ+ ( 1:8 + 0:7ψιτ 1) 1 φθιτ > 0γ+ 1υιτ;
ωηερε τηε τρανσιτιον ϖαριαβλε, θιτ ισ νοω ρανδοmλψ δραων φροm Υνιφορm[−1,1], ανδ ινδεπενδεντ
οφ αλλ υιτ, τ = 1; 2; :::; Τ . Wε αλσο χονσιδερ ιτσ ρεστριχτεδ ϖερσιον ωιτη τηε χοmmον ιντερχεπτ
(DΓΠ 2):
ψιτ = 0:7  0:5ψιτ 11 φθιτ  0γ+ 0:7ψιτ 11 φθιτ > 0γ+ 1υιτ:
[27]
Τηε ΦD−2ΣΛΣ εστιmατορ ισ εστιmατεδ βψ τηε 3−στεπ προχεδυρε δεσχριβεδ ιν Σεχτιον Α.1.2, εm−
πλοψινγ τηε φολλοωινγ 4−ρεγιmε τηρεσηολδ ρεγρεσσιον mοδελ:
ψιτ = 
0
1ζιτ1 φθιτ  γ+ 02ζιτ1 φθιτ > γ   03ζιτ1 φθιτ 1  γ   04ζιτ1 φθιτ 1 > γ+υιτ;
ωηερε ζιτ = (1; ψιτ 2).
Wε εξαmινε βιασ ανδ (λογγεδ) ροοτ mεαν σθυαρε ερρορ (ΡΜΣΕ) οφ βοτη εστιmατορσ ωιτη
1,000 ιτερατιονσ. Φορ ν = (50; 100; 200) ανδ Τ = 10, ωε σετ 1 = 1. Τηε σιmυλατιον ρεσυλτσ
ρεπορτεδ ιν Ταβλε 9 δεmονστρατεσ τηατ τηε ΦD−2ΣΛΣ δισπλαψσ χλεαρ δοmινανχε οϖερ τηε ΦD−
ΓΜΜ ιν τερmσ οφ βοτη mαγνιτυδε ανδ σπεεδ οφ δεχρεασε ιν ΡΜΣΕ ασ τηε σαmπλε σιζε ινχρεασεσ.
Τηισ προϖιδεσ συππορτ φορ ουρ τηεορετιχαλ πρεδιχτιον τηατ τηε τηρεσηολδ εστιmατε, β, οβταινεδ
βψ τηε ΦD−2ΣΛΣ ισ συπερ−χονσιστεντ, ασ χοmπαρεδ το τηε λεσσ ε′χιεντ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορ.
Ταβλε 9 αβουτ ηερε.
Β Αππενδιξ: Προοφ οφ Τηεορεmσ
Β.1 ΓΜΜ
Λετ
ι =
0ΒΒ≅
ξιτ0ζ
0
ιτ0
...
ξιΤ ζ
0
ιΤ
1ΧΧΑ ανδ ι () =
0ΒΒ≅
Ξ 0ιτ01ιτ0 () ζ
0
ιτ0
...
Ξ 0ιΤ1ιΤ () ζ
0
ιΤ
1ΧΧΑ :
Τηεν, ωε χαν ρεωριτε τηε mοmεντ ινδιχατορ γι () γιϖεν ιν (7) ασ
γι () = γι   0ι (   0)   0ι (   ν)  (ι ()  ι)0 ; (31)
ωηερε ι = ι (0) φολλοωινγ τηε χονϖεντιον ιν τηισ παπερ. Αλσο ρεχαλλ τηατ γι = γι (ν) = 
ζ0ιτ0∀ιτ0 ; :::; ζ
0
ιΤ∀ιΤ
0
ανδ Εγι = 0:
Προοφ οφ Τηεορεm 1. Wε βεγιν ωιτη τηε χονσιστενχψ οφ τηε εστιmατορ. Φιρστ, ωε σηοω τηατ
Εγι (ν) = 0 ιφ ανδ ονλψ ιφ  = ν: Συπποσε τηατ  = 0 ανδ  = ν βυτ  6= 0: Τηεν,
Ε (γι ()) = 
0
ν

Ε
 
1ιτ ()
0Ξιτζ
0
ιτ
0   Ε  1ιτ (0)0Ξιτζ0ιτ00
τ=τ0;:::;Τ
6= 0
δυε το τηε ρανκ χονδιτιον ιν Ασσυmπτιον 3. Σιmιλαρλψ, ιφ ειτηερ  6= 0 ορ  6= ν; βυτ  = 0;
Ε (γι ()) =

 Ε  ξιτζ0ιτ0 (   0) ; Ε  1ιτ (0)0Ξιτζ0ιτ0 (   ν)
τ=τ0;:::;Τ
6= 0:
Ιφ  6= 0 ανδ  6= 0; τηε ρανκ χονδιτιον ισ συ′χιεντ σινχε
 
(   0)0 ; (   ν)0 ; 0
 6= 0:
[28]
Νεξτ, γιϖεν τηε λινεαριτψ ιν τηε σλοπε παραmετερσ φορ α ξεδ ; ωε χαν ωριτε β ()  0β ()  ν
!
=
 
Αν ()
0WνΑν ()
 1
Αν ()
0Wν
 
γν +
1
ν
νΞ
ι=1
(ι   ι ()) ν
!
; (32)
ωηερε Αν () =
1
ν
Πν
ι=1

0ι; ι ()
0 ανδ γν () = 1νΠνι=1 γι (). Ασ χονϖεντιον, γν = γν (ν) :
Σινχε Wν
π ! 
 1 ανδ Αν () π ! Α () = Ε

0ι; ι ()
0 υνιφορmλψ, ωηιχη φολλοωσ φροm τηε
στανδαρδ υνιφορm λαω οφ λαργε νυmβερσ (ΥΛΛΝ),
ν
 β ()  0β ()  ν
!
π !  Α ()0
 1Α () 1  Α ()0
 1 (Ει   Ει ()) 0 ;
ασ γν = Οπ
 
ν 1=2

δυε το τηε ΧΛΤ: Σινχε γν () ισ χοντινυουσ ιν  ανδ  φορ ανψ γιϖεν ; τηε
χοντινυουσ mαππινγ τηεορεm ανδ στανδαρδ αλγεβρα ψιελδ τηατ
νγν
β () ;β () ;  π ! Ι +Α ()  Α ()0
 1Α () 1Α ()0
 1 (Ει   Ει ()) 0:
Τηε τερm ιν τηε ρστ βραχκετσ ιν τηε ριγητ ηανδ σιδε ισ ποσιτιϖε δενιτε ανδ Ει () = Ει ιφ
ανδ ονλψ ιφ  = 0: Τηερεφορε, π λιmν!1 ν
2 ϑν
β () ;β () ;  ισ χοντινυουσ ανδ υνιθυελψ
mινιmιζεδ ατ  = 0 ανδ τηε χονϖεργενχε ισ υνιφορm, ωηιχη ιmπλιεσ τηε χονσιστενχψ οφ :
Χονϖεργενχε ρατε ανδ ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ: Ρεχαλλ τηε δενιτιον οφ ϑν () ιν (8)
ανδ λετ ϑν () = Ε (γι ())
0WνΕ (γι ()) : Αλσο ρεχαλλ Ασσυmπτιον 3 ανδ τηε δενιτιον οφ Γ ιν ιτ
ανδ νοτε τηατ Γ0
 1Γ ισ νονσινγυλαρ ανδ νιτε ανδ τηατ
Γ
λκ
= (Γ; Γ; Γ) =

 Ε0ι; Ε 0ι; 
≅
≅
Ει (0)
0 ν

:
Ανδ λετ Dν = 2
 1
ν Γ
0Wνγν; ωηερε ν ισ α 2κ1 + 2 διmενσιοναλ διαγοναλ mατριξ ωηοσε ρστ
2κ1 + 1 διαγοναλσ αρε ονεσ ανδ τηε οτηερ ελεmεντ ισ ν
. Wε ρστ χλαιm τηατ φορ ανψ ην ! 0
συπ
ϕ νϕην
π
νΡν ()
1 +
π
ν ϕ   νϕ = οπ (1) ; (33)
ωηερε
Ρν () = ϑν ()  ϑν (ν)  ϑν () D0ν (   ν) :
Νοτε τηατ νDν = Οπ
 
ν 1=2

φροm ΧΛΤ ανδ ϑν () = 2 (   ν)0  1ν Γ0WνΓ 1ν (   ν) +
ο

ϕ   νϕ2

: Τηεν, υσινγ  1ν
β   ν ινστεαδ οφ β  0, τηε σαmε λινε οφ αργυmεντ ασ ιν τηε
προοφ οφ Τηεορεm 7.1 ιν Νεωεψ ανδ ΜχΦαδδεν (1994) ψιελδσ τηατ  1ν
β   ν = Οπ  ν 1=2 :
Λετ ε   ν = (Γ0WνΓ) 1Γ0Wνγν; τηεν ιτ φολλοωσ τηατ ε   ν    1ν β   ν = οπ  ν 1=2 :
Τηερεφορε, ωε οβταιν τηε λιmιτ διστριβυτιον ασ τηατ οφ
π
ν
ε   ν, τηατ ισ,Ν 0;  Γ0
 1Γ 1 :
[29]
Προοφ οφ (33) Dενε α χεντερεδ εmπιριχαλ προχεσσ
∀ν () =
π
ν (γν ()  Εγι ()  γν)
ανδ δεχοmποσε Ρν το οβταιν α βουνδ (σεε τηε προοφ οφ Τηεορεm 7.2 οφ Νεωεψ ανδ ΜχΦαδδεν
φορ δεταιλσ) συχη τηατ π
νΡν ()
1 +
π
ν ϕ   νϕ 
5Ξ
ϕ=1
ρϕν () ;
ωηερε
ρ1ν () =
 
2 + ϕ   νϕ =
π
ν
 ∀ν ()0Wν∀ν () =  1 +πν ϕ   νϕ
ρ2ν () =
 Εγι () Γ 1ν (   ν)0Wνπνγν = ϕ   νϕ  1 +πν ϕ   νϕ
ρ3ν () =
πν (Εγι () + γν)0Wν∀ν () =  1 +πν ϕ   νϕ
ρ4ν () =
Εγι ()0Wν∀ν () = ϕ   νϕ
ρ5ν () =
π
ν
Εγι ()0 (Wν  W ) Εγι () = ϕ   νϕ  1 +πν ϕ   νϕ :
Λετ ην ! 0 βε ανψ αρβιτραρψ σεθυενχε. Φιρστ, νοτε τηατ συπϕ νϕην ϕ∀ν ()ϕ = οπ (1) ιφ τηε
εmπιριχαλ προχεσσ
π
ν (γν ()  Εγι ()) ισ στοχηαστιχαλλψ εθυιχοντινυουσ. Ηοωεϖερ, γι () ισ α
συm οφ φουρ τερmσ ανδ τηε ρστ ισ φρεε οφ  ανδ τηε νεξτ τωο αρε λινεαρ ιν  ανδ , λεαϖινγ ονλψ
τηε λαστ τερm το χηεχκ φορ τηε στοχηαστιχ εθυιχοντινυιτψ. Σινχε  ισ βουνδεδ ανδ εαχη ελεmεντ
ιν ι () ισ οφ τηε τψπε, ιτ1 φθιτ > γ ; ωε νεεδ το σηοω τηατ τηε εmπιριχαλ προχεσσ ινδεξεδ
βψ τηε τψπε ισ στοχηαστιχαλλψ εθυιχοντινυουσ. Ηοωεϖερ, τηε ινδιχατορ φυνχτιονσ οφ ηαλφ ιντερϖαλσ
χονστιτυτε α ςαπνικ−Χηερϖονενκισ (ςΧ) χλασσ ανδ Τηεορεm 2.14.1 οφ ϖαν δερ ςααρτ ανδ Wελλνερ
(1996) ψιελδσ τηε δεσιρεδ ρεσυλτ βψ χηοοσινγ αν ενϖελοπε φυνχτιον, ϕιτϕ 1 φϕθιτ   0ϕ  ηνγ :
Νεξτ, νοτε τηατ
συπ
ϕ νϕην
π
νΕγι () =
 
1 +
π
ν ϕ   νϕ
  συπ
ϕ νϕην
ϕΕγι ()ϕ = ϕ   νϕ = Ο (1) ;
δυε το τηε δι¤ερεντιαβιλιτψ οφ Εγι (). Φορ τηε σαmε ρεασον, συπϕ νϕην
Εγι () Γ 1ν (   ν) = ϕ   νϕ =
ο (1) : Τηερεφορε, τηεσε ανδ τηε Χαυχηψ−Σχηωαρζ ινεθυαλιτψ ψιελδ τηατ συπϕ νϕην ϕρϕν ()ϕ =
οπ (1) φορ αλλ ϕ.
Β.2 2ΣΛΣ
Ιν τηισ σεχτιον, mανψ ϖαριαβλεσ ανδ προχεσσεσ αρε ινδεξεδ βψ τωο δι¤ερεντ τψπεσ οφ παραmετερσ,
τηε ρεδυχεδ φορm παραmετερ β ανδ τηε στρυχτυραλ φορm παραmετερ , φορ ινστανχε, ειτ (; β),
Ηιτ (; β), Μν (; β), Μν (; β), ανδ σο ον. Ασ ιν πρεϖιουσ σεχτιονσ, ωε mακε τηε φολλοωινγ
[30]
νοτατιοναλ χονϖεντιον, ωηερε ωε ωριτε φορ ινστανχε ειτ = ειτ (0; β0), ειτ () = ειτ (; β0), ανδβειτ () = ειτ ;ββ ανδ τηε σαmε φορ τηε οτηερ τερmσ.
Νοω, ωε τυρν το τηε προοφ οφ mαιν τηεορεm.
Προοφ οφ Τηεορεm 3. Wε φολλοωσ τηε στανδαρδ τηρεε−στεπ αππροαχη οφ εσταβλισηινγ χονσισ−
τενχψ, χονϖεργενχε ρατε, ανδ ασψmπτοτιχ διστριβυτιον ιν σεθυελ.
Χονσιστενχψ Wε σηοω τηατ β = ν + οπ (1) : Ρεχαλλ τηατ
ειτ () = ειτ   (   0)0Ηιτ   (   ν)0
 
Φ 0ιτ1ιτ
  [1ιτ ()  1ιτ]0 Φιτ; (34)
ανδ λετ
Μν () =
ΤΞ
τ=τ0
Ε
 
ε2ιτ ()

:
Τηεν, ιτ ισ συ′χιεντ το σηοω (ι) συπ2
 βΜν () Μν () π ! 0 ανδ (ιι) Μν () ισ χοντινυουσ
ανδ ηασ α υνιθυε mινιmυm ατ ν. Φορ (ιι), νοτε τηατ Μν () ισ χοντινυουσ εϖερψωηερε, τωιχε
δι¤ερεντιαβλε εϖερψωηερε βυτ  = 0, ανδ τηε σεχονδ δεριϖατιϖε ωιτη ρεσπεχτ το  ανδ  ισ
ποσιτιϖε δενιτε υνιφορmλψ ιν  βψ Ασσυmπτιον 8. Φυρτηερmορε, διρεχτ χαλχυλατιον ρεϖεαλσ τηατ
≅Μν () =≅ ισ ποσιτιϖε ιφ  > 0 ανδ νεγατιϖε ιφ  < 0 ιν α νειγηβορηοοδ οφ ν: Σινχε τηε
χονδιτιοναλ mεαν ισ τηε mινιmιζερ οφ τηε mεαν σθυαρεδ ερρορσ, ν βεχοmεσ τηε υνιθυε mινιmιζερ
οφ Μν () ιν τηε χοmπαχτ σετ, . Φορ (ι), νοτε τηατ
συπ
2
 βΜν () Μν ()  συπ
2
 βΜν () Μν ()+ συπ
2
ϕΜν () Μν ()ϕ π ! 0
Χονϖεργενχε οφ τηε ρστ τερm φολλοωινγ τηε ινεθυαλιτψ ισ δελεγατεδ το τηε προοφ ον χονϖερ−
γενχε ρατε βελοω, ωηιλε τηε χονϖεργενχε οφ τηε σεχονδ ισ α στανδαρδ ΥΛΛΝ, ε.γ. Νεωεψ ανδ
ΜχΦαδδενσ (1994, Λεmmα 2.4). Τηυσ, τηε χονσιστενχψ προοφ ισ χοmπλετε.
Χονϖεργενχε ρατε Wε ϖεριφψ τηε χονδιτιονσ οφ Τηεορεm 3.4.1 ιν ϖαν δερ ςααρτ ανδ
Wελλνερ (1996) ωιτη τηε διστανχε φυνχτιον δενεδ βψ
δν (; ν) = ϕ   0ϕ+ ϕ   νϕ+ ϕ   0ϕ1=(2 4) :
Ιν παρτιχυλαρ, ιν τερmσ οφ mαξιmιζατιον, ωε νεεδ το σηοω τηατ (υσινγ τηειρ νοτατιον), φορ
ν <  < 
συπ
=2<δν(;ν)
φΜν ()  φΜν (ν)   2; (35)
ανδ
Ε συπ
=2<δν(;ν)
π
ν
η εΜν   φΜν ()   εΜν   φΜν (ν)ι  Χν ()
[31]
φορ φυνχτιονσ ν συχη τηατ  ! ν () = ισ δεχρεασινγ ον (ν; ) :Τηεν, φορ ρν  Χ 1ν ανδ
ρ2νν
 
ρ 1ν
  πν; ανδ φορ ανψ β συχη τηατ
εΜν β  εΜν (ν) +Οπ  ρ 2ν  ;
δ
β; ν = Οπ  ρ 1ν  : Φορ ουρ χασε, ωε σετ ρν = πν, ν = ν 1=2, ανδ ν () = . Βεχαυσε
ανψ εστιmατορ β σατισφψινγ εΜν β  εΜν (ν) + Οπ  ρ 2ν  ηασ τηε χονϖεργενχε ρατε οφ ρ 1ν ανδ
ρν =
π
ν; τηε mαξιmιζερ οφ βΜν () συχη τηατ  εΜν ()  βΜν () = Οπ  ν 1 ηασ τηε σαmε
χονϖεργενχε ρατε οφ ρ 1ν ιν τερmσ οφ τηε διστανχε δν:
Dενε
ριτ (; β) := ειτ (; β)  ειτ ()
= (Ηιτ (β) Ηιτ)0 0   10ιτ (Φιτ (β)  Φιτ) ν
  (Ηιτ (β) Ηιτ)0 (   0)  10ιτ (Φιτ (β)  Φιτ) (   ν)
  (1ιτ ()  1ιτ)0 (Φιτ (β)  Φιτ) ;
τηεν,
βΜν () Μν () = 1
ν
νΞ
ι=1
ΤΞ
τ=τ0

ρ2ιτ

;ββ+ 2ειτ () ριτ ;ββ :
Ηοωεϖερ, τηε ρστ τερm 1ν
Πν
ι=1
ΠΤ
τ=τ0
ρ2ιτ

;ββ = Οπ  ν 1 υνιφορmλψ ιν  ιν α νειγηβορηοοδ οφ
0 βψ αππλψινγ τηε ΥΛΛΝ, τηε
π
ν−χονσιστενχψ οφ ββ ανδ τηε δι¤ερεντιαβιλιτψ οφ Φ ιν Ασσυmπτιον
4. Φορ τηε σεχονδ τερm, νοτε τηατ, προχεεδινγ σιmιλαρλψ βψ εξπανσιον οφ Φ ανδ Η ανδ αππλψινγ
τηε ΧΛΤ ανδ ΥΛΛΝ, 1ν
Πν
ι=1
ΠΤ
τ=τ0
ειτριτ

;ββ = Οπ  ν 1 υνιφορmλψ ιν  ιν α νειγηβορηοοδ
οφ 0; ωηερε ειτ ισ τηε ρστ τερm ιν τηε εξπανσιον οφ ειτ () ιν (34) : Τηεν,βΜν () =Μν ()  Ρν ;ββ+Οπ  ν 1 ; (36)
ωηερε Ρν (; β) =
2
ν
Πν
ι=1
ΠΤ
τ=τ0
ριτ (; β)
 
(   0)0Ηιτ + (   ν)0 (Φ 0ιτ1ιτ) + [1ιτ ()  1ιτ]0 Φιτ

:
Σινχε ββ ισ σθυαρε ροοτ ν χονσιστεντ, ωε mαψ χονσιδερ τηε προχεσσ οϖερ τηε εξπανδεδ πα−
ραmετερ σπαχε  2 ν  Βν; ωηερε ν = φ : δν (; ν)  γ φορ σοmε  > ν 1=2 ανδ Βν =
φβ : ϕβ  β0ϕ  Κ=
π
νγ φορ σοmε Κ < 1: Νοτε τηατ  ν =
 
0ν; β
0
0
0
σηουλδ χορρεσπονδ το ν ιν
ϖαν δερ ςααρτ ανδ Wελλνερσ Τηεορεm 3.4.1. Αχχορδινγλψ, φροm (36) ωε δενε
εΜν ( ) =  Μν () + Ρν (; β) ; (37)
φορ ωηιχη ωε mυλτιπλιεδ  1 το mακε ιτ α mαξιmιζατιον προβλεm. Τηεν, ιτ ισ συ′χιεντ το ϖεριφψ
τηε αβοϖε χονδιτιονσ οφ Τηεορεm 3.4.1 φορ εΜν ( ). Αχχορδινγλψ, λετφΜν ( ) = Ε εΜν ( ) :
[32]
ανδ χηεχκ τηε ρστ χονδιτιον (35). Νοτε τηατ φΜν ( ν) =  Μν (ν) ; ανδ
φΜν ( ) =  Μν () + 2Ε ΤΞ
τ=τ0
ριτ (; β)
 
(   0)0Ηιτ + (   ν)0
 
Φ 0ιτ1ιτ

+ [1ιτ ()  1ιτ]0 Φιτ

;
ωηοσε λαστ τερm ισ Ο
 
ν 1=2

δυε το Ασσυmπτιον 4 ανδ τηε φαχτ τηατ ϕβ  β0ϕ  Κ=
π
ν: Τηυσ, ιτ
ισ ενουγη το χονσιδερ Μν () : Ηοωεϖερ, ασ σηοων ιν τηε χονσιστενχψ προοφ, Μν () ισ θυαδρατιχ
αρουνδ ν ιν τερmσ οφ τηε διστανχε δν ανδ ιτ σατισεσ τηε χονδιτιον (35) :
Τηε mαξιmαλ ινεθυαλιτψ φορ τηε εmπιριχαλ προχεσσ
π
ν
 εΜν   φΜν ( )   εΜν   φΜν ( ν)
ισ τηε σεχονδ χονδιτιον το χηεχκ. Χονσιδερ Μν () ; τηε ρστ τερm οφ εΜ ιν (37) : Τηεν, ωε νεεδ
το χηεχκ τηε mαξιmαλ ινεθυαλιτψ φορ τηε χεντερεδ εmπιριχαλ προχεσσ:
1π
ν
νΞ
ι=1
ΤΞ
τ=τ0

ε2ιτ ()  ε2ιτ   Εε2ιτ () + Εε2ιτ

:
Τηε φυνχτιον ε2ιτ ()   ε2ιτ ισ τηε συm οφ λινεαρ ανδ θυαδρατιχ φυνχτιονσ οφ  ανδ  mυλτιπλιεδ
βψ [1ιτ ()  1ιτ] : Τηισ ισ α ςΧ χλασσ οφ φυνχτιονσ. Ιν τηισ χασε, α mαξιmαλ ινεθυαλιτψ βουνδ ισ
γιϖεν βψ τηε Λ2 νορm οφ αν ενϖελοπε. Wε χηοοσε τηε φολλοωινγ ενϖελοπε:
2 ϕειτϕ ϕΦιτϕ + ϕΦιτϕ2 2 + 2 ϕειτϕ ϕ1ιτ ()  1ιτϕ ϕΦιτϕ (ϕνϕ+ ) + ϕ1ιτ ()  1ιτϕ ϕΦιτϕ2 (ϕνϕ+ )2 ;
φορ σοmε Χ <1: Τηε ρστ τωο τερmσ αρε χλεαρλψ Ο () ιν Λ2 νορm. Ασ τηε λαστ τωο τερmσ χαν
βε τρεατεδ ιν α σιmιλαρ ωαψ, ωε ονλψ νεεδ το σηοω τηατ
Ε1=2
ν
ϕειτϕ2 ϕΦιτϕ2
 
1
 ϕθιτ   0ϕ  2 4+ 1  ϕθιτ 1   0ϕ  2 4ο (ϕνϕ+ ) = Ο () :
Βυτ, τηε στανδαρδ αλγεβρα υσινγ τηε χηανγε−οφ−ϖαριαβλεσ ψιελδσ τηατ
Ε1=2 ϕειτϕ2 ϕΦιτϕ2 1
 ϕθιτ   0ϕ  2 4 ϕνϕ = Ο  1 2 ϕ0ϕν  = Ο () ;
ωηερε τηε λαστ εθυαλιτψ φολλοωσ σινχε  > ν 1=2:
Τυρνινγ το Ρν (; β) ; ωε νοτε τηατ Ρν (ν; β0) = 0 ανδ αππλψ τηε Ταψλορ σεριεσ εξπανσιον το
ριτ (; β) ωιτη ρεσπεχτ το β: Τηεν, ασ ββ ισ απν−χονσιστεντ εστιmατορ, τηε ΥΛΛΝ ισ συ′χιεντ το
σατισφψ τηε mαξιmαλ ινεθυαλιτψ ιν (35) :
Τηε λαστ χονδιτιον το βε χηεχκεδ ισ:
εΜν β;ββ  εΜν (ν; β0) +Οπ  ν 1 :
[33]
Βυτ, φορ
ββ  β0  Κ=πν; ωε ηαϖε
εΜν β;ββ =Μν β;ββ+Οπ  ν 1
Μν

ν;ββ+Οπ  ν 1
= εΜν ν;ββ+Οπ  ν 1
= εΜν (ν; β0) +Οπ  ν 1 ;
ωηερε ωε ηαϖε σηοων τηε ρστ ανδ τηιρδ εθυαλιτψ ιν (36) ; τηε σεχονδ ινεθυαλιτψ βψ χονστρυχτιον,
ανδ τηε λαστ εθυαλιτψ φολλοωσ βεχαυσε Μν (; β) δοεσ νοτ δεπενδ ον β φορ  = ν: Τηυσ,
π
νδν (; 0) =
π
ν

ϕ1   10ϕ+ ϕ   0ϕ1=(2 4)

= Οπ (1) :
Ασψmπτοτιχ διστριβυτιον: Λετ η βε α κ−διmενσιοναλ ϖεχτορ ανδ ρν βε τηε κ−διmενσιοναλ
ϖεχτορ ωηοσε ρστ κ  1 ελεmεντσ αρε πν ανδ τηε λαστ ελεmεντ ισ ν1 2: Αχχορδινγλψ, παρτιτιον
η = (η0χ; η)
0 : Wε δεριϖε τηε ωεακ χονϖεργενχε οφ τηε χεντερεδ ανδ ρεσχαλεδ χριτεριον φυνχτιον
ν
 βΜν ν + η:=ρν;ββ Μν ν;ββ (38)
ον φη : ϕηϕ  Κγ φορ αν αρβιτραρψ Κ < 1; ωηερε := ισ τηε ελεmεντωισε διϖισιον. Τηεν, τηε
αργmαξ χοντινυουσ mαππινγ τηεορεm (ε.γ. ϖαν δερ ςααρτ ανδ Wελλνερ, 1996) ωιλλ ψιελδ τηε
δεσιρεδ ρεσυλτ.
Λετ ει = (ειτ0 ; :::; ειΤ )
0 ; ην = η:=ρν; ανδ 2ι
 
ην
2 1; β

δενοτε τηε βοττοm κ1 + 1 ροωσ οφ
ι (; β) εϖαλυατεδ ατ  = 0 + ην
2 1, ανδ δενε
mνι (η; β) =
π
ν [ει (ν + ην; β)  ει (β)]
= ι (β)
0 ηχ  
π
ν
 
2ι
 
ην
2 1; β
  2ι (β)0  ν + η=πν :
Wριτινγ βει = ει ββ, βmνι (η) = mνι η;ββ, ανδ ει = ει (β0) ασ βεφορε, ωε ηαϖε:
ν

Μν

ν + ην;ββ Μν ν;ββ = 1
ν
νΞ
ι=1
ϕβmνι (η)ϕ2   2π
ν
νΞ
ι=1
βε0ι βmνι (η) : (39)
Χονσιδερ τηε λαστ τερm ιν (39). Βψ Ασσυmπτιον 4 ανδ (26) ; ωε αππλψ τηε mεαν ϖαλυε τηεορεm
το γετ αν εξπανσιον:
1π
ν
νΞ
ι=1
βmνι (η)0 βει = 1π
ν
νΞ
ι=1
βmνι (η)0∀ι
+
1
ν
νΞ
ι=1
βmνι (η)0 ≅ι
εβ0 10
≅β0
 
Ε (ΦιΦ
0
ι)
 1
π
ν
νΞ
ι=1
Φιι + οπ (1)
!
: (40)
[34]
Νεξτ, εξπανδ ιτσ ρστ τερm ιν (40):
1π
ν
νΞ
ι=1
βmνι (η)0∀ι
=
1π
ν
νΞ
ι=1

η0χι
ββ  ν 12  (0 + ο (1))0 2ι ην2 1;ββ  2ι ββ∀ι
=
1π
ν
νΞ
ι=1
η0χι∀ι  
1π
ν
νΞ
ι=1
ν
1
2
 00
 
2ι
 
ην
2 1
  2ι∀ι + οπ (1) ; (41)
ωηερε τηε λαστ εθυαλιτψ ισ δυε το τηε ασψmπτοτιχ νορmαλιτψ οφ ββ. Τηε ΧΛΤ αππλιεσ φορ τηε ρστ
τερm ιν (41) : Φορ τηε ωεακ χονϖεργενχε οφ τηε σεχονδ τερm, ωε νεεδ το χονσιδερ α σεθυενχε οφ
χλασσεσ οφ φυνχτιονσ:
Γν =
ν
γν (η) = ν
1
2
 00
 
2ι
 
ην
2 1
  2ι∀ι : ϕη ϕ < Κο ;
ωιτη α σεθυενχε οφ ενϖελοπε φυνχτιονσ,
Γν = ν
1
2
  ϕ0ϕ ϕ∀ιϕ ϕΦ (ζι)ϕ ϕ1ι ()  1ι (0)ϕ ;
ανδ αππλψ Τηεορεm 2.11.22 οφ ϖαν δερ ςααρτ ανδ Wελλνερ (1996). Ρεχαλλ τηατ 2ι
 
ην
2 1

ισ
τηε χολλεχτιον οφ Φ 0ιτ1ιτ
 
ην
2 1

οϖερ αλλ τ: Ασ τηε ινδιχατορ φυνχτιονσ (ανδ τηοσε mυλτιπλιεδ βψ α
ρανδοm ϖαριαβλε) χονστιτυτε α ςΧ χλασσ οφ φυνχτιονσ, τηεψ σατισφψ τηε υνιφορm εντροπψ χονδιτιον
οφ Τηεορεm 2.11.22. Σινχε 2ι () ηασ χοντινυουσ ρστ ανδ σεχονδ mοmεντσ, ιτ ρεmαινσ το ϖεριφψ
τηε χονδιτιονσ ον τηε ενϖελοπε Γν: Ιτ ισ χλεαρ τηατ ΕΓ
2
ν = Ο (1) ανδ τηε Λινδεβεργ χονδιτιον
ισ σατισεδ σινχε
Ε
 
Γ2ν1
 ϕΓνϕ > πν
 Ε2ν1 2 ϕ0ϕ2
ΤΞ
τ=τ0 1
1
 ϕθιτ   0ϕ  ην 1+2


ϕ∀ιϕ2 ϕΦ (ζι)ϕ2

1

ϕ∀ιϕ ϕΦ (ζι)ϕ > ν

2 (Τ + 1) ϕ0ϕ

 Ο

ν 

= ο (1) :
δυε το Ασσυmπτιον 7. Wε ωιλλ σπεχιφψ τηε χοϖαριανχε κερνελ βελοω αφτερ νοτινγ τηατ τηε σεχονδ
τερm ιν (40) εξπανδσ βψ τηε στανδαρδ Ταψλορ σεριεσ εξπανσιον το ψιελδ
2π
ν
νΞ
ι=1
βε0ι βmνι (η)
=

Ι   Εεmνι (η) [ΙΤ 
 (
 0)]0 Φ0ιΕ  ΦιΦ0ι 1 2πν
νΞ
ι=1
∀ εmνι (η)0∀ι
Φιι
#
+ οπ (1) ;
[35]
ωηερε εmνι (η) = η0χι   ν 12 00  2ι  ην2 1  2ι. Τυρνινγ βαχκ το τηε χοϖαριανχε κερνελ
οφ τηε εmπιριχαλ προχεσσ ινδεξεδ βψ Γν αβοϖε ανδ τηε χοϖαριανχε βετωεεν τηε προχεσσ ινδεξεδ
βψ ηχ ανδ τηε προχεσσ ινδεξεδ βψ η ;ωε νοτε τηατ τηε λαττερ ϖανισηεσ δυε το τηε δι¤ερενχε
ιν τηε χονϖεργενχε ρατεσ. Φορ τηισ, ιτ ισ ενουγη το οβσερϖε τηατ εαχη ελεmεντ ιν τηε mατριξ
Ε
 
2ι
 
ην
2 1
  2ι ισ βουνδεδ βψ, υπ το α χονσταντ,
Ε1
ϕθιτ   0ϕ  ην2 1	 = Ζ 1 φϕθϕ  1γ π  ην2 1θ + 0ην2 1δθ = Ο  ν2 1 ;
δυε το Ασσυmπτιον 2, ωηερε τηε χηανγε−οφ−ϖαριαβλε ισ αππλιεδ φορ τηε ρστ εθυαλιτψ. Βψ τηε
σαmε ρεασονινγ,
Εεmνι (η) ≅ι
εβ0 10
≅β0
= η0χΕι
≅0ι10
≅β0
+ ο (1) ;
ανδ τηε λιmιτ οφ 1ν
Πν
ι=1 ϕβmνι (η)ϕ2 ισ τηε συm οφ α θυαδρατιχ φυνχτιον οφ ηχ ανδ α φυνχτιον οφ
η ωιτηουτ ανψ ιντεραχτιον τερm. Τηισ ιmπλιεσ τηε ασψmπτοτιχ ινδεπενδενχε βετωεεν
β0;β0
ανδ β: Φορ τηε φορmερ, νοτε τηατ γν (η) γν η = 0 υνλεσσ η ανδ η ηαϖε τηε σαmε σιγν. Φορ
η > η  0;
ν 1+2Ε

γν (η) γν

η

= 00
ΤΞ
ρ;τ=τ0
Ε

∀ιτ∀ιρΦ
0
ιτ

1ιτ
 
0 + ην
2 1
  1ιτ η1ιρ 0 + ην2 1  1ιρι0 Φιρ 0:
(42)
Τηε εϖαλυατιον οφ τηε εξπεχτατιον χαν βε δονε ιν τηε σαmε ωαψ ασ αβοϖε. Τηυσ, τηοσε εξπεχ−
τατιονσ ινϖολϖινγ τηε προδυχτσ οφ ινδιχατορσ οφ θιτ ανδ θιτ0 ωιτη τ 6= τ0 ωιλλ ϖανιση. Αφτερ σοmε
αλγεβρα, ωε χαν σηοω τηατ τηε λιmιτ οφ (42) ισ 00ς2 (0) 0

η   η

; ανδ mορε γενεραλλψ
00ς2 (0) 0
η   η 1νσγν (η) = σγνηο ;
ωηερε ς2 () ισ γιϖεν ιν Σεχτιον 4. Τηισ φυνχτιοναλ φορm οφ τηε χοϖαριανχε κερνελ ιmπλιεσ τηατ
τηε λιmιτ Γαυσσ προχεσσ ισ α τωο−σιδεδ Βροωνιαν mοτιον οριγινατινγ φροm ζερο.
Νοω, αππλψινγ α στανδαρδ ΥΛΛΝ το 1ν
Πν
ι=1
ΠΤ
τ=τ0
mιτ (η; β)
2, ανδ υσινγ τηε χονσιστενχψ οφββ ανδ τηε σαmε λινε οφ αργυmεντσ ασ αβοϖε, ωε mαψ χονχλυδε τηατ
1
ν
νΞ
ι=1
ϕβmνι (η)ϕ2 π ! η0χΕι0ιηχ +Μ2 (0) ϕη ϕ :
Γιϖεν τηε στρυχτυρε οφ τηε ωεακ λιmιτ οφ (38), τηε mινιmιζερ βηχ ισ νορmαλλψ διστριβυτεδ
ανδ τηε αργmιν βη ισ τηατ οφ α τωο−σιδεδ Βροωνιαν mοτιον αδδεδ βψ α λινεαρ τρενδ. Τηε
[36]
ρεπρεσεντατιον ιν mαιν βοδψ οφ τηε τηεορεm φολλοωσ φροm Ηανσεν (2000), ιν ωηιχη ιτ ισ σηοων
φορ α τωο−σιδεδ στανδαρδ Βροωνιαν mοτιον W ανδ φορ ανψ ποσιτιϖε χονσταντσ χ1 ανδ χ2 τηατ
αργmιν
2Ρ
[χ1 ϕϕ   2πχ2W ()] = χ2
χ21
αργmιν
2Ρ
 ϕϕ
2
 W ()

:
Φυρτηερmορε, τηε σαmε λινε οφ προοφ ασ ιν Τηεορεm 2 οφ Ηανσεν (2000) αππλιεσ το τηε χονϖεργενχε
οφ ΛΡν (0) γιϖεν τηε ρεσυλτσ οβταινεδ αβοϖε αβουτ
β1 ανδ β: Τηισ χοmπλετεσ τηε προοφ.
Προοφ οφ Χορολλαρψ 4. Τηε χονσιστενχψ προοφ ισ αλmοστ ιδεντιχαλ το Τηεορεm 3, ανδ
τηυσ οmιττεδ. Φορ τηε χονϖεργενχε ρατε οφ τηε εστιmατορ, ρεχαλλ τηατ ωε νεεδ το ϖεριφψ τωο
χονδιτιονσ, ονε ισ τηε χονδιτιον ον τηε λιmιτ χριτεριον φυνχτιον ανδ τηε οτηερ ισ τηε χονδιτιον
ον τηε mαξιmαλ ινεθυαλιτψ οφ τηε εmπιριχαλ προχεσσ παρτ. Τηε λαττερ ισ ιδεντιχαλ το τηατ ιν
Τηεορεm 3 σινχε τηε συm οφ τωο ςΧ χλασσεσ οφ φυνχτιονσ ισ ςΧ. Φορ τηε φορmερ νοτε τηατ τηε
χυρρεντ χασε ηασ ανοτηερ χοmπονεντ ιν τηε ρεγρεσσιον φυνχτιον τηαν ιν Τηεορεm 3, ωηιχη ισ
1 φθιτ 1 > γ. Τηισ γενερατεσ α κινκ ιν τηε λιmιτ χριτεριον φυνχτιον ατ 0 ασ 1 φθιτ > γ δοεσ.
Τηερεφορε, τηε λιmιτ χριτεριον φυνχτιον ηασ τηε σαmε φεατυρε ασ τηε ονε ιν Τηεορεm 3. Τηυσ,
ωε γετ τηε σαmε ρατε οφ χονϖεργενχε ασ ιν Τηεορεm 3.
Φιναλλψ, τυρνινγ το τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον, ωε νοτε τηατ τηε αργυmεντ φορ τηε στοχηαστιχ
εθυιχοντινυιτψ οφ τηε ρεσχαλεδ χριτεριον φυνχτιον ισ τηε σαmε ασ ιν Τηεορεm 3. Το γετ τηε
χοϖαριανχε κερνελ οφ τηε λιmιτ Γαυσσιαν προχεσσ νοτε τηατ, ασ δισχυσσεδ ιν (42), τηε χοϖαριανχεσ
βετωεεν τωο τερmσ ινϖολϖινγ τωο ινδιχατορσ οφ θιτ ανδ θιτ0 ωιτη τ 6= τ0 ϖανιση, ψιελδινγ τηε
χοϖαριανχε κερνελ ασ δεσιρεδ. Dεταιλσ αρε οmιττεδ το αϖοιδ ρεπετιτιον.
Β.3 Τεστινγ
Προοφ οφ Τηεορεm 2. Αππλψινγ τηε στανδαρδ ΥΛΛΝ ανδ τηε χοντινυουσ mαππινγ τηεορεm
το (32), ωε ηαϖε:
Wν ())
24 Ζ 0
 1=2Γ ()0  Γ ()0
 1Γ () 1Ρ0 ηΡ  Γ ()0
 1Γ () 1Ρ0ι 1
 Ρ  Γ ()0
 1Γ () 1Γ () 
 1=2Ζ;
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ωηερε Γ () = (Γ ; Γ ()) ανδ Ζ ισ τηε στανδαρδ νορmαλ ϖαριατε οφ διmενσιον λ; ωηιχη ισ τηε
νυmβερ οφ mοmεντ χονδιτιονσ.
Προοφ οφ Τηεορεm 5. Ασ τηε mοδελ ισ λινεαρ φορ εαχη ; τηε mαργιναλ χονϖεργενχε οφ
π
νβ ()
ισ στανδαρδ ανδ τηε ασψmπτοτιχ διστριβυτιον ισ γιϖεν ασ ιν Τηεορεm 3. Τηε νιτε διmενσιοναλ
χονϖεργενχε φορ ανψ νιτε χολλεχτιον οφ  ϖαλυεσ ισ τηεν αλσο στανδαρδ. Τηερεφορε, ιτ ρεmαινσ το
[37]
σηοω τηε στοχηαστιχ εθυιχοντινυιτψ οφ τηε προχεσσ. Ρεχαλλ τηε εξπρεσσιον φροm (23) τηατ β ()β ()
!
=
 
1
ν
νΞ
ι=1
ΤΞ
τ=τ0
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ωηερε Ξιτ (βτ; ) =

Ητ (ζιτ; βτ)
0    Φτ (ζιτ; βτ)0 1ιτ ()00 : Τηε υνιφορm χονϖεργενχε οφ τηε ρστ
συm χαν βε δεριϖεδ ασ ιν τηε προοφ οφ Τηεορεm 3 υσινγ τηε ΥΛΛΝ ανδ τηε χονσιστενχψ οφ ββ
ιν Ασσυmπτιον 4. Τηυσ, τηε στοχηαστιχ εθυιχοντινυιτψ οφ
π
ν
β ()   ()0 ;β ()0 ιmπλιεσ
τηατ οφ
π
νβ (). Σινχε τηε φυνχτιονσ Ητ ανδ Φτ αρε τωιχε χοντινυουσλψ δι¤ερεντιαβλε ιν βτ;ιτ
ενδσ υπ ωιτη ϖεριφψινγ τηε στοχηαστιχ εθυιχοντινυιτψ οφ τηε εmπιριχαλ προχεσσ οφ τηε τψπεσ οφ
φυνχτιονσ φ (ζιτ) 1 φθιτ > γ ; ωηερε φ ισ σοmε κνοων τρανσφορmατιον οφ ζιτ: Ηοωεϖερ, τηισ ισ α
ςΧ χλασσ οφ φυνχτιον, ωηιχη ιmπλιεσ τηε στοχηαστινγ εθυιχοντινυιτψ οφ τηε εmπιριχλ προχεσσ οφ
τηισ χλασσ οφ φυνχτιονσ, σεε ε.γ. ϖαν δερ ςααρτ ανδ Wελλνερσ (1996) Σεχτιον 2.6.
Αχκνοωλεδγεmεντ
Wε αρε mοστλψ γρατεφυλ το τηε εδιτορ, Ηαν Ηονγ, τηε ασσοχιατε εδιτορ ανδ τηρεε ανονψmουσ ρεφ−
ερεεσ φορ τηειρ ηελπφυλ χοmmεντσ. Wε αρε αλσο γρατεφυλ το Μινι Αην, Ηεατηερ Ανδερσον, Μεηmετ
Χανερ, ϑινσεο Χηο, Ιν Χηοι, ςιετ Ανη Dανγ, Ροβερτ Φα¤, Ματτηεω Γρεενωοοδ−Νιmmο, ϑιν−
ωοοκ ϑεονγ, Ταεηωαν Κιm, ϑαψ Λεε, Μψυνγϕαε Λεε, ϑαmεσ Μορλεψ, ϑοον Παρκ, Κεϖιν Ρειλλψ,
Λαυρα Σερλενγα, σεmιναρ παρτιχιπαντσ ατ Υνιϖερσιτιεσ οφ Χαντερβυρψ, Κορεα, Λεεδσ, Μελβουρνε,
Νεω Σουτη Wαλεσ, Θυεενσλανδ, Σογανγ, Συνγ Κψυν Κωαν ανδ Ψονσει, ανδ χονφερενχε δελε−
γατεσ ατ τηε ΑΜΕΣ ατ Κορεα Υνιϖερσιτψ, Σεουλ, Αυγυστ 2011, τηε 20τη Πανελ Dατα Χονφερενχε
ατ Ηιτοτσυβασηι Υνιϖερσιτψ, Τοκψο, ϑυλψ 2014 ανδ τηε ΕΣΕΜ, Τουλουσε, Αυγυστ 2014 φορ τηειρ
ηελπφυλ χοmmεντσ. Wε ωουλδ λικε το τηανκ Μινϕοο Κιm φορ εξχελλεντ ρεσεαρχη ασσιστανχε. Τηε
ρστ αυτηορ αχκνοωλεδγεσ συππορτ βψ Προmισινγ−Πιονεερινγ Ρεσεαρχηερ Προγραm βψ Σεουλ Να−
τιοναλ Υνιϖερσιτψ (ΣΝΥ) ιν 2015 ανδ παρτιαλ συππορτ βψ ϑεωον ρεσεαρχη ινστιτυτε. Τηε σεχονδ
αυτηορ αχκνοωλεδγεσ παρτιαλ νανχιαλ συππορτ φροm τηε ΕΣΡΧ (Γραντ Νο. ΡΕΣ−000−22−3161).
Τηε υσυαλ δισχλαιmερ αππλιεσ.
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Ταβλε 1: ΜΣΕ οφ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ
ΦD−ΓΜΜ Αϖεραγινγ
DΓΠ ν   1 2   1 2
ϑυmπ 50 0.063 0.077 0.179 0.498 0.115 0.096 0.185 0.566
100 0.089 0.075 0.207 0.600 0.087 0.066 0.172 0.517
200 0.066 0.068 0.174 0.536 0.067 0.056 0.144 0.474
Χοντ. 50 0.077 0.320 0.588 0.863 0.009 0.112 0.292 0.273
100 0.079 0.383 0.677 1.002 0.041 0.203 0.439 0.591
200 0.083 0.383 0.662 0.963 0.060 0.289 0.542 0.743
Ταβλε 2: Βιασ οφ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ
ΦD−ΓΜΜ Αϖεραγινγ
DΓΠ ν   1 2   1 2
ϑυmπ 50  0:041 0:005  0:044 0:100  0:269 0:199  0:151  0:390
100  0:047 0:007  0:044 0:095  0:106 0:073  0:070  0:093
200  0:029  0:011  0:018 0:098  0:060 0:016  0:034 0:033
Χοντ. 50 0.057 0.180 −0.288 0.184 0.055 0.105 −0.198 0.163
100 0.064 0.145 −0.271 0.199 0.057 0.099 −0.231 0.210
200 0.074 0.190 −0.298 0.162 0.067 0.158 −0.270 0.170
Ταβλε 3: Στανδαρδ Ερρορ οφ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ
ΦD−ΓΜΜ Αϖεραγινγ
DΓΠ ν   1 2   1 2
ϑυmπ 50 0.247 0.277 0.421 0.699 0.207 0.238 0.402 0.644
100 0.294 0.273 0.452 0.769 0.275 0.246 0.409 0.713
200 0.255 0.261 0.417 0.726 0.252 0.236 0.377 0.688
Χοντ. 50 0.272 0.537 0.711 0.911 0.080 0.317 0.503 0.497
100 0.274 0.601 0.777 0.981 0.194 0.440 0.621 0.739
200 0.279 0.589 0.757 0.968 0.236 0.514 0.685 0.845
[43]
Ταβλε 4: ΜΣΕ οφ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ (ρεστριχτεδ)
ΦD−ΓΜΜ Αϖεραγινγ
DΓΠ ν      
ϑυmπ 50 0.105 0.102 0.124 0.050 0.095 0.132
100 0.106 0.116 0.142 0.075 0.097 0.122
200 0.095 0.080 0.102 0.076 0.070 0.088
Χοντ. 50 0.033 0.075 0.155 0.019 0.067 0.143
100 0.039 0.094 0.192 0.030 0.085 0.177
200 0.039 0.082 0.170 0.034 0.080 0.168
Ταβλε 5: Βιασ οφ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ (ρεστριχτεδ)
ΦD−ΓΜΜ Αϖεραγινγ
DΓΠ ν      
ϑυmπ 50 0.009 0.051 −0.008 −0.029 −0.082 0.143
100 0.012 0.064 −0.047 0.021 0.031 −0.010
200 0.028 0.052 −0.047 0.025 0.041 −0.035
Χοντ. 50 0.013 −0.049 0.103 0.092 −0.008 0.038
100 0.021 −0.081 0.144 0.052 −0.053 0.098
200 0.014 −0.064 0.116 0.028 −0.051 0.094
Ταβλε 6: Στανδαρδ Ερρορ οφ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ (ρεστριχτεδ)
ΦD−ΓΜΜ Αϖεραγινγ
DΓΠ ν      
ϑυmπ 50 0.324 0.315 0.352 0.222 0.297 0.335
100 0.325 0.334 0.374 0.273 0.310 0.350
200 0.307 0.278 0.316 0.275 0.261 0.295
Χοντ. 50 0.182 0.270 0.380 0.102 0.259 0.376
100 0.196 0.295 0.414 0.164 0.286 0.409
200 0.197 0.279 0.396 0.183 0.278 0.399
[44]
Ταβλε 7: Χοϖεραγε Φρεθυενχψ οφ ΦD−ΓΜΜ εστιmατορσ
ΦD−ΓΜΜ Αϖεραγινγ
DΓΠ η ν   1 2   1 2
ϑυmπ 1/2 50 0.876 0.731 0.736 0.647 0.878 0.641 0.753 0.705
100 0.931 0.895 0.897 0.847 0.942 0.884 0.907 0.871
200 0.937 0.917 0.950 0.897 0.939 0.930 0.956 0.914
1 50 0.960 0.857 0.886 0.716 0.995 0.821 0.894 0.778
100 0.978 0.962 0.971 0.899 0.991 0.946 0.973 0.928
200 0.979 0.963 0.967 0.933 0.983 0.969 0.979 0.947
3/2 50 0.986 0.882 0.928 0.814 1.000 0.805 0.910 0.867
100 0.995 0.968 0.977 0.936 0.998 0.969 0.980 0.954
200 1.000 0.971 0.982 0.971 1.000 0.973 0.985 0.974
Χοντ. 1/2 50 0.427 0.473 0.621 0.518 0.904 0.700 0.744 0.694
100 0.525 0.716 0.804 0.698 0.772 0.819 0.857 0.798
200 0.585 0.796 0.894 0.798 0.691 0.847 0.926 0.839
1 50 0.811 0.592 0.745 0.624 0.990 0.780 0.871 0.799
100 0.898 0.795 0.916 0.806 0.980 0.881 0.947 0.876
200 0.900 0.862 0.947 0.868 0.947 0.905 0.965 0.894
3/2 50 0.965 0.680 0.810 0.669 0.999 0.847 0.904 0.865
100 0.997 0.892 0.944 0.843 1.000 0.937 0.970 0.916
200 1.000 0.917 0.969 0.889 1.000 0.941 0.980 0.914
Νοτε: Τηεσε αρε εmπιριχαλ χοϖεραγε φρεθυενχιεσ οφ 95% νοmιναλ χονδενχε ιν−
τερϖαλσ. Τηε βανδωιδτη φορ τηε ασψmπτοτιχ ϖαριανχε εστιmατιον ιν εθυατιον (12) ισ
σελεχτεδ βψ η τιmεσ Σιλϖερmανσ ρυλε οφ τηυmβ.
[45]
Ταβλε 8: Α δψναmιχ τηρεσηολδ πανελ δατα mοδελ οφ ινϖεστmεντ
ξιτ ν θιτ Χαση Φλοω −Λεϖεραγε Τοβιν Θ
Λοωερ Ρεγιmε (1)
Ι 1 0:580
(0:132)
0:590
(0:123)
0:382
(0:226)
ΧΦ 0:245
(0:121)
0:600
(0:118)
 0:044
(0:209)
Θ  0:017
(0:016)
 0:013
(0:014)
0:368
(0:173)
Λ  0:128
(0:049)
 0:029
(0:087)
 0:386
(0:184)
Υππερ Ρεγιmε (2)
Ι 1  0:215
(0:480)
0:253
(0:158)
0:365
(0:142)
ΧΦ 0:012
(0:128)
 0:043
(0:146)
0:217
(0:084)
Θ 0:028
(0:021)
0:021
(0:014)
 0:031
(0:010)
Λ 0:825
(0:195)
2:968
(0:725)
0:194
(0:095)
Dι¤ερενχε ()
Ι 1  0:796
(0:561)
 0:336
(0:439)
 0:016
(0:325)
ΧΦ  0:233
(0:154)
 0:643
(0:203)
0:261
(0:264)
Θ 0:045
(0:035)
0:034
(0:024)
 0:401
(0:175)
Λ 0:953
(0:207)
2:998
(0:745)
0:581
(0:147)
Τηρεσηολδ 0:358
(0:039)
0:100
(0:033)
0:561
(0:244)
Υππερ Ρεγιmε (%) 19:4 73:6 58:9
Λινεαριτψ (π−ϖαλυε) 0:0 0:0 0:0
ϑ−τεστ
(π−ϖαλυε)
60:1
(0:004)
33:3
(0:185)
45:4
(0:091)
Νο. οφ Ιςσ 36 36 43
[46]
Ταβλε 9: Ε′χιενχψ Χοmπαρισον οφ ΦD−ΓΜΜ ανδ ΦD−2ΣΛΣ Εστιmατορσ
ΦD−ΓΜΜ ΦD−2ΣΛΣ
ν βιασ λν (ΡΜΣΕ) βιασ λν (ΡΜΣΕ)
DΓΠ 1 50 −0.002 −2.6 0.002 −4.7
100 0.003 −2.6 0.001 −4.9
200 0.002 −2.7 0.0 −5.0
DΓΠ 2 50 0.007 −1.7 0.009 −3.2
100 −0.001 −1.8 0.003 −4.0
200 −0.006 −1.9 0.002 −4.6
[47]
